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VORREDE DES ÜBERSETZERS. 



j 



Auf Veranlassung von Herrn Geh.-Rath Helmholtz 
habe ich es unternommen, Lord Rayleigh's Theory of Sound 
ins Deutsche zu übertragen. Wenn eine Autorität gerade 
in akustischen Untersuchungen, wie Herr Helmholtz, eine 
deutsche Ausgabe des genannten Werkes für höchst wün- 
schenswerth hält, so spricht dieser Umstand von selbst schon 
für die Gediegenheit und den Reichthum an Inhalt dieses 
Buches. Herr Helmholtz spricht sich über den Werth 
von Rayleigh's Theory of Sound in einer Besprechung der 
englischen Originalausgabe des vorliegenden ersten Bandes 
in der Zeitschrift „Nature" folgendermaassen aus: 

„Der Autor wird sich den höchsten Dank aller derjenigen 
verdienen, welche Physik und Mathematik ^tudiren, wenn er 
das Werk in derselben Weise, in welcher er dasselbe in dem 
ersten Bande begonnen hat, fortsetzt .... Der Autor hat 
es »durch die sehr zweckmässige systematische Anordnung 
des Ganzen möglich gemacht, dass die schwierigsten Probleme 
der Akustik jetzt mit grösserer Leichtigkeit wie früher studirt 
werden können." 
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^I VOBREDE DES ÜBEBSETZEBS. 

Der Leser wird diesen Worten nach Durchsicht des 
Werkes gewiss beistimmen. Ich hoflFe nur, dass mir einiger- 
maassen die schwierige Aufgabe gelungen ist, den eng- 
lischen Text richtig und in lesbarem Deutsch wiederzugeben. 

In dem Originale sind Bezeichnungen und Sätze benutzt, 
die aus Thomson's und Tait's Natural philosophy herrüh- 
ren. Da letzteres Werk vielleicht nicht so allgemein durch 
und durch' bekannt ist, habe ich, wo es mir zweckmässig 
erschien, die betreiFenden Paragraphen der deutschen üeber- 
setzung desselben von Helmholtz und Werthheim neben 
die Paragraphen des vorliegenden Buches geschrieben. 

Es fanden sich in der englischen Ausgabe einige Druck- 
fehler, welche in der deutschen Ausgabe natürlich beseitigt 
wurden. 

Meinen wärmsfen Dank habe ich Lord Rayleigh selbst 
und Herrn Geh.-Rath Helmholtz auszusprechen, die^ mich 
bei Uebersetzung schwieriger Stellen mit ihrem Rath unter- 
stützten, vor Allem aber Herrn Professor Wangerin, welcher 
in der liebenswürdigsten Weise manche Stunde geopfert hat, 
um mir mit seinen Kenntnissen und seinem Rath beizustehen. 

San Remo, März 1879. 

Professor Dr. F. Neesen. 



VORREDE DES VERFASSERS. 



In dem Werke, dessen Anfang der vorliegende Band 
bildet, will ich dem Leser eine zusammenhängende Ausein- 
andersetzung der Theorie des Schalles geben, welche die wich- 
tigsten Fortschritte enthält, die in neuerer Zeit von Mathe- 
matikern und Physikern in dieser Disciplin gemacht sind. Die 
Wichtigkeit des Gegenstandes, den ich im Auge hatte, wird, 
wie ich glaube, von den hierüber zum Urtheilen Berechtigten 
nicht angezweifelt. Gegenwärtig finden sich viele der werth- 
voUsten Beiträge zur Wissenschaft nur in zerstreuten perio- 
dischen Journalen und Verhandlungen von Gesellschaften 
und zwar sowohl in den verschiedensten Theilen der Erde, wie 
in den verschiedensten Sprachen veröfifentlicht. Oft sind sie 
allen denjenigen, welche nicht das Glück haben, in der Nähe 
von grossen öffentlichen Bibliotheken zu leben, ganz unzu- 
gänglict. Bei solch einer Lage der Dinge veranlassen die 
mechanischen Hindemisse gegen das Studium einen so grossen 
Aufwand von nicht lohnender Arbeit und hindern in Folge 
dessen den Fortschritt der Wissenschaft in einer Weise, wie 
es schwerlich überschätzt werden kann^ 



Vin VOBBEBE DES VEBFASSEKS. 

Nach dem wohl bekannten Artikel über den Schall in 
der Encyclopaedia Metropolitana von Sir John Herschel 
(1845) ist kein vollständiges Werk veröffentlicht, in welchem 
der vorliegende Gegenstand sich mathematisch behandelt 
findet. Durch den vorzeitigen Tod von Prof. Donkin 
wurde die wissenschaftliche Welt eines Mannes beraubt, 
dessen mathematische Talente in Verbindung mit einer 
praktischen Kenntniss der Physik ihn in einer ganz beSonde-, 
ren Weise befähigten, über den Schall zu schreiben. Der 
erste Theil seiner Akustik (1870), obgleich wenig mehr wie 
ein Fragment, genügt, um zu zeigen, dass meine Arbeit 
unnöthig gewesen w^re, wenn Prof. Donkin lange genug 
gelebt hätte, um sein Werk zu vollenden. 

-Bei der Auswahl der in einem Werke über den Schall 
zu behandelnden Punkte bin ich zum grössten Theil dem 
Beispiel meiner Vorgänger gefolgt. Die Theorie des 
Schalles, sowie sie gewöhnlich verstanden wird, deckt sich 
auf einem grossen Bereich mit der allgemeinen Theorie 
der Schwingungen; indessen würde, wenn man nicht den 
Gegenstand etwas begrenzte, die Betrachtung solcher Pro- 
bleme, wie das der Ebbe und Fluth, nicht zu sprechen 
von optischen Problemen, einzuschliessen sein. Als allgemeine 
Regel wollen wir uns auf diejenige Classe von Schwingungen 
beschränken, für welche unser Ohr ein leicht zugängliches 
und wunderbar empfindliches Untersuchungsinstrument dar- 
bietet. Ohne die Ohren würden wir uns um Schwingung 
kaum mehr kümmern, wie ohne Augen über Licht. 

Der vorliegende Band enthält Capitel über Schwingun- 
gen von Systemen im Allgemeinen, in denen man, wie ich 
hofie, einige neue Behandlungsweisen und Resultate finden 
wird, die sich aus einer detaillirteren Betrachtung specieller 
Systeme, wie gespannte Saiten, Stäbe, Membranen und 
Platten, ergeben haben. Der zweite Band, von dem schon 



VOBREDE DES VEBFAS8EBS. IX 

ein beträchtlicher Theil geschrieben ist, wird mit den 
Schwingungen lichtförmiger Körper beginnen. 

Grossen Dank schulde ich Herrn H. M. Taylor vom 
Trinity College zu Cambridge, der die Güte hatte, die Cor- 
recturbogen zu lesen. Durch seine freundliche Beihülfe 
wurden verschiedene Irrthümer und Undeutlichkeiten be- 
seitigt, sowie der Band im Allgemeinen weniger unvollkom- 
men gemacht, wie er sonst gewesen wäre. 

Für jede Berichtigung oder Rathschläge zu Verbesse- 
rungen, welche mir meine Leser gütigst zukommen lassen 
werden, werde ich sehr dankbar sein. 

Terling Place Witham. 
April 1877. 



INHALTSVERZEIOHNISS. 



Erstes Capitel. 

§§. 1 bis 27. Der Schall eine Folge von Schwingungen. Endliche 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Unabhängigkeit der Geschwindig- 
keit von der Tonhöhe. Begnault's Versuche. Fortpflanzung 
des Schalles in Wasser. Wheatstone's Versuch. Abschwächung 
des Schalles durch die Entfernung. Klänge und Geräusche. Die 
nmsikalischen Klänge, durch periodische Schwingungen hervor- 
gebracht. Sirene von Cagniard de la Tour. Abhängigkeit der 
Tonhöhe von der Periode. Beziehungen zwischen musikalischen 
Klängen. Dasselbe Verhältniss der Perioden entspricht demselben 
Intervall in allen Theilen der Scala. Harmonische Scala. Diato- 
nische Scala. Absolute Tonhöhe. Nothwendigkeit der Tempera- 
tur. Gleichschwebende Temperatur. Tabelle der Sohwingungs- 
zahlen. Analyse von Klängen. Klänge und Töne. Abhängigkeit 
der Klangfarbe von den harmonischen Obertönen. Unsicherheit 
der Auflösung von Klängen durch das Ohr. Einfache Töne ent- 
sprechen einfachen pendelartigen Schwingungen . . • S. 1 bis 26. 



Zweites Capitel. 

§§. 28 bis 42. Zusammensetzung von harmonischen Bewegungen von 
gleicher Periode. Harmonische Ourve. Zusammensetzung von 
zwei Schwingungen von nahezu gleicher Periode. Schwebungen. 
Der Fourier'sche Satz. Schwingungen in senkrecht auf einander 
stehenden Bichtungen. Lissajous' Cy linder. Lissajous' Figu- 
ren. Blackburn's Pendel. Kaleidophon. Optische Methoden der 
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Zngammengetznng und Zerlegung. Das Tibrationsmikioskop. Inter- 
mittarende Beleuchtimg S. 28 bis 48. 



Drittes Capitel. 

43 bis 68. Systeme mit einem Grad Von Freiheit. Unabhängigkeit 
der Amplitude und Periode von einander. Bfeibongskrafb propor- 
tional der Geschwindigkeit. Erzwungene Schwingungen. Princip 
der Uebereinanderlagerung. Schwebungen aus der Uebereinander- 
lagerung von erzwungenen und freien Schwingungen. Verschiedene 
Grade der Dämpfung. Belastete Saite. Methode der Dimensionen. 
Ideale StimmgabeL Stimmgabeln geben nahezu reine Tone. 
Stimmgabeln als Haassstab für die Tonhöhe. Scheibler's Methode 
der Abstimmung. Scheibler's Tonometer. Zusammengesetztes 
Pendel. Elektromagnetische Stimmgabeln. Stimmgabelunterbrecher. 
Besonanz. Allgemeine Lösung für einen Grad von Freiheit. Glie- 
der von der zweiten Ordnung lassen abgeleitete Töne ein- 
treten S. 49 bis 92. 



Viertes Capitel. 

• 
§§. 69 bis 95. Verallgemeinerte Coordinaten. Ausdruck für die poten- 
tielle Energie. Statische Sätze. Anfangsbewegungen. Ausdruck 
' für die kinetische Energie. Beciprokes Theorem. Thomson's 
Theorem. Die Lagrange 'sehen Gleichungen. Function der 
Zerstreuung. Coexistenz von kleinen Bewegungen. Freie Schwin- 
gungen ohne Beibung. Normal-Coordinaten. Die freien Perioden 
erfüllen eine stationäre Bedingung. Ein Zuwachs an Trägheit 
vergrössert die freien Perioden. Eine Abspannung der Federkraft 
vergrössert die freie Periode. Die grösste freie Periode ist ein 
absolutes Maximum. Hypothetische Schwingungsarten. Beispiel 
bei der Saite. Angenähert einfache Systeme. Saite von veränder- 
licher Dichte. Normalfunctionen. Conjugirte Eigenschaft. Be. 
Stimmung der Oonstanten zur Erfüllung willkürlicher Anfangs- 
bedingungen. Stoke's Theorem S. 93 bis 132. 



Fünftes Capitel. 

96 bis 117. Fälle, in welchen die drei Functionen T,F, V zugleich 
auf Summen von Quadraten reducirbar sind. Verallgeijieinerung 
von Young's Theorem über die Knotenpunkte von Saiten. Gleich- 
gewichtstheorie. Systeme, die durch eine in einem Punkt an- 
gebrachte Kraft aus einer erzwungenen Lage heraus in Bewegung 
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gesetzt werden. Systeme, die durch einen in einem Punkt an- 
gebrachten Impuls aus der Gleichgewichtslage bewegt werden. 
Systeme, die aus einer erzwnngenen Buhelage durch eine gleich- 
förmig ver,theilte Kraft bewegt werden. Einfluss von kleinen 
Beibungskräften auf die Schwingungen eines Systems. Lösung 
der. allgemeinen Gleichungen für freie Schwingungen. Aeussere 
Kräfte. Princip der Beständigkeit (Jer Perioden. Nothwendige 
Bewegungen. Beciprokes Theorem. Anwendung auf freie 
Schwingungen. Form des reciproken Theorems für harmonische 
Kräfte. Anwendungen. Ausdehnung auf Fälle, in denen die 
Constitution des Systems eine Function der Periode ist. Gleichun- 
gen für zwei Grade von Freiheit. Wurzeln der Determinanten- 
Gleichung. Intermittirende Schwingungen. Verlauf der Perioden, 
wenn die Trägheit allmälig vergrössert wird. Beaction eines ab- 
hängigen Systems S. 133 bis 172. 



Sechstes Capitel. 

§§. 118 bis 148. Gesetz der Ausdehnung einer Saite. Transversale 
Schwingungen. Lösung des Problems für eine Saite, deren Masse 
in gleichweit von einander abstehenden Punkten concentrirt ist. 
Ableitung der Lösung für continuirliche Saiten. Partielle Diffe- 
rentialgleichung. Ausdrücke für V und T. Die allgemeinste Form 
einer einfachen harmonischen Bewegung. Saiten mit festen Enden. 
Allgemeine periodische Bewegung einer Saite. Mersenne's Ge- 
setze. Sonometer. Normal -Schwingungsarten. Bestimmung der 
Constanten zur Erfüllung willkürlicher Anfangsbedingungen. Ge- 
zupfte Saite. Ausdrücke für T und V in Normal - Coordinaten. 
Normalgleichungen der Bewegung. Durch Zupfen erregte Saite. 
Young 's Theorem. Durch einen Impuls erregte Saite. Problem 
der Klaviersaiten. Proportionalität der Beibung mit der Geschwin- 
digkeit. Vergleichung mit der Gleichgewichtstheorie. In einem 
Punkte angebrachte periodische Kraft. Modiflcationen , welche 
sich aus dem Nachgeben der Enden ergeben. Beweis des Fou- 
ri er* sehen Satzes. Wirkungen einer endlichen Belastung. Correc- 
tion wegen der Steifigkeit. Problem der Violinsaite. Saiten, die 
über gekrümmte Flächen ausgespannt sind. Lösung für eine Kugel- 
fiäche. Correction für Unregelmässigkeiten in der Dichtigkeit. 
Theoreme von Sturm und Liouville für eine Saite von variabler 
. Dichter Fortpflanzung von Wellen längs einer unbegrenzten Saite. 
Positive und negative Wellen. Stationäre Schwingungen. Beflec- 
tion an einem befestigten Pankt. Ableitung der Lösung für eine 
endliche Saite. Graphische Methode. Fortschreitende Welle mit 
Beibung . . . . , S. 173 bis 254, 
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Siebentes Capitel. 

§§. 149 bis 159. Classification der Schwingungen von Stäben. Diflferen- 

tialgleichung für Longitudinalschwingungen. Numerische Werthe | 

der Gonstanten für Stahl. Lösung für einen an beiden Enden freien 
Stab. Ableitung der Lösung für einen an dem einen Ende freien 
und an dem andern befestigten Stab. Beide Enden befestigt. 
Einfluss einer kleinen Belastung. Lösung des Problems für einen 
mit einer grossen Belastung beschwerten Stab. Correction für die 
seitliche Bewegung. Savart's j,son rauque^ . Differentialgleichung 
für Torsionsschwingungen. Vergleichung der Geschwindigkeit von 
longitudinalen und Torsionswellen S. 254 bis 270. 



Achtes Capitel. 

§§. 160 bis 192. Potentielle Energie der Biegung. Ausdruck für die 
kinetische Energie. Ableitung der Differentialgleichung. End- 
bedingungen. Allgemeine Lösung für eine harmonische Schwin- 
gung. Conjugirte Eigenschaft der Normalfunctionen. Werthe von 
Quadrat-Litegralen. Ausdruck für V in Normalcoordinaten. Nor- 
malgleichungen der Bewegung. Bestimmung der Oonstanten zur 
Erfüllung von Anfangsbedingungen. Ein durch einen Stoss be- 
wegter Stab. Ein aus einer erzwungenen Buhelage durch eine 
seitliche Kraft bewegter Stab. In gewissen Fällen hören die 
Reihen der Normalfunctionen auf zu convergiren. Form der Nor- 
malfunctionen für einen frei- freien Stab. Gesetze der Abhängig- 
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Einleitung. 



1. Die Empfindung des Schalles ist ein Etwas sui generis^ 
welches mit keiner unserer anderen Empfindungen vergleichbar 
ist. Niemand kann eine Beziehung zwischen einem Klange 
einerseits und einer Farbe oder einem Gerüche andererseits 
aufstellen. Alle mit unserm vorliegenden Gegenstande in 
Verbindung stehenden Fragen müssen auf directem oder in- 
directem Wege unserm Ohre, als dem Organ far das Hören, 
zur Entscheidung vorgelegt werden; von diesem giebt es kei- 
nen weiteren Appell. Hieraus dürfen wir aber nicht folgern, 
dass alle akustischen Untersuchungen nur mit dem Ohre, welches 
durch nichts Anderes unterstützt werden kann, geführt werden. 
Wenn wir erst die physikalischen Erscheinungen , welche das 
Fundament des Schalles bilden , entdeckt haben , dann werden 
unsere Untersuchungen zum grossen Theile auf ein anderes 
Feld übergeleitet, welches in dem Herrschaftsbereiche der 
Principien der Mechanik liegt. Auf diesem Wege ist man zu 
wichtigen Gesetzen gelangt, mit denen die Empfindungen un- 
seres Ohres übereinstimmen müssen. 

2. Ganz flüchtige Beobachtungen genügen oft, um anzu. 
zeigen, dass tönende Körper sich in einem Schwingungszustande 
befinden, und dass die Erscheinungen des Schalles und der 
Schwingungen enge zusammenhängen. Berührt man eine 

Bayleigh, Theorie des Sehall ea. i 
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schwingende Glocke oder Saite mit dem Finger, so verschwin- 
det der Schall in demselben Augenblicke, in welchem die 
Schwingung gedämpft wird. TJm aber unser Gefühl des Hörens 
zu erregen, ist es nicht gfenug ein schwingendes Instrument 
zu haben; es muss auch eine ununterbrochene Mittheilung 
zwischen dem Instrumente und dem Ohre vorhanden sein. Eine 
im luftleeren Räume angeschlagene Glocke bleibt unhörbar, 
wenn geeignete Vorsichtsmaassregeln getroffen sind, um die 
Mittheilung von Bewegung zu verhindern. In der Luft der 
Atmosphäre findet dagegen der Schall einen immer bereiten 
Träger, welcher denselben ohne Unterbrechung von den ver- 
schiedenartigsten Quellen in das Innere des Ohres zu befördern 
im Stande ist. 

3. DerUebergang des Tones geschieht nicht augenblick- 
lich. Wenn ein Geschütz in einiger Entfernung von uns ab- 
gefeuert wird, so trennt ein s^/^' deutlich bemerkbarer Zwischen- 
raum an Zeit den Knall von dem Aufblitzen. Dieser Zwischen- 
raum giebt die Zeit an, welche der Schall gebraucht, um von 
der Kanone bis zum Beobachter zu gelangen, da die Verzöge- 
rung des Aufblitzens, welche von der endlichen Geschwindig- 
keit des Lichtes herrührt, vollständig vernachlässigt werden 
kann. Die ersten genauen Versuche in dieser Hinsicht wur- 
den von einigen Mitgliedern der französischen Akademie der 
Wissenschaften im Jahre 1738 angestellt. Kanonen wurden 
abgefeuert und die Verzögerung des Knalles in verschiedenen 
Entfernungen beobachtet. Die Hauptvorsicht, welche beachtet 
werden muss, ist die: die Richtung, längs deren der Schall 
vorwärts eilt, abwechselnd umzukehren, um den Einfluss der 
Bewegung von grösseren Luftmassen zu eliminiren. Mit dem 
Winde eilt z. B. der Schall der Erde gegenüber rascher vor- 
wärts als ohne Wind, da die Geschwindigkeit des Windes sich 
zu der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles in ruhender 
Luft hinzuaddirt Für ruhige, trockene Luft bei einer Tempe- 
ratur von 0® C. fanden' die französischen Beobachter eine Ge- 
schwindigkeit von 337 Meter in der Secunde. Beobachtungen 
derselben Art wurden angestellt im Jahre 1822 von Arago 
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und Anderen ; von den holländischen Physikern Moll, van Beck 
und Kuytenbrouwer in Amsterdam; von Bravais und 
Martins zwischen dem Gipfel des Faulhorn und einem Orte 
am Fusse desselben; und noch von Anderen mehr. Als all- 
gemeines Resultat ergab sich ein etwas geringerer Werth für 
die Geschwindigkeit des Schalles — ungeföhr 332 Meter in der 
Secunde. Die Einwirkung von Temperatur und Druckände- 
rungen auf die Fortpflanzung des Schalles wird am besten in 
Verbindung mit der mechanischen Theorie betraohtet. 

4. Als eine direkte Folgerung aus den Beobachtungen ergiebt 
sich, dass innerhalb weiter Grenzen die Geschwindigkeit des Schal- 
les unabhängig oder wenigstens nahezu unabhängig von der In- 
tensität ist, und ebenso von der Tonhöhe. Wäre dies anders, 

• 

so würde ein rasches Musikstück in geringer Entfernung auf 
alle Fälle verworren und im Missklange gehört werden. Wenn 
indess die Stöningen sehr stark und plötzlich sind, so dass 
die dadurch hervorgerufene Dichtigkeitsänderung mit der Ge- 
sammtdichte der Luft vergleichbar ist, so kann vielleicht die- 
ses einfache Gesetz der Unabhängigkeit der Geschwindigkeit 
von Intensität und Höhe nicht mehr zutreffen. 

5. Eine sehr sorgfaltige und vollkommene Reihe von 
Versuchen über die Fortpflanzung des Schalles in langen Röh- 
ren (Wasserröhren) ist von Regnault^) gemacht worden. Er 
wandte eine automatische Vorrichtung an, die im Principe der 
bei der Bestimmung der Geschwindigkeit von Geschossen be- 
nutzten ähnlich ist In dem Augenblicke, in welchem man 
eine Pistole an dem einen Ende der Röhre abfeuert, wird 
durch den Schuss ein von einem elektrischen Strome durch- 
flossener Leitungsdraht zerrissen. Dies bewirkt das Ab- 
reissen eines Zeichenstiftes, der vorher eine Linie auf einem 
sich umdrehenden Cylinder zog. An dem andern Ende der 
Röhre ist eine gespannte Membran so angebracht, dass, wenn 
dieselbe bei der Ankunft des Schalles dem Impulse desselben 
nachgiebt, der Strom, welcher während der ^Zeit, in der der 
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Schall von dem einen Ende der Röhre zum andern lief, 
unterbrochen war, wieder hergestellt wird. In demselben 
Moment föllt der Zeiohenstift wieder auf den Cylinder. Der 
unmarkirt gebliebene schwarze Strich in der Linie auf dem Cy- 
linder entspricht der Zeit, welche der Schall während seines 
Weges gebrauchte, und giebt, wenn die Bewegung des Cylin- 
ders bekannt ist, die Mittel an jene zu bestimmen. Die Länge 
des Weges zwischen dem ersten Draht und der Membran wird 
durch direkte Messung gefunden. Bei diesen Versuchen schien 
sich zu ergeben, dass die Geschwindigkeit des Schalles nicht 
ganz unabhängig von dem Durchmesser der Röhre ist, welcher 
variirte zwischen 0,108 m und 1,100 m. Diese Verschiedenheit 
rührt vielleicht von der Reibung her, deren Einfluss in enge- 
ren Röhren grösser sein wird. 

6. Obschon für gewöhnlich die Xuft der Träger des 
Schalles ist, sind andere Gase, Flüssigkeiten und feste Körper 
doch gleichfalls im Stande, jene fortzuleiten. In den meisten 
Fällen entbehrt man aber der Mittel, eine direkte Messung 
der Geschwindigkeit des Schalles in anderen Substanzen wie 
Luft anzustellen; die indirekten Methoden aber zu betrachten 
sind wir augenblicklich noch nicht im Stande. Beim Wasser 
begegnet man indess derselben Schwierigkeit nicht. Im Jahre 
1826 untersuchten Calladon und Sturm die Fortpflanzung 
des Schalles im Genfer See. Das Anschlagen einer Glocke 
auf einer Station geschah gleichzeitig mit dem Aufblitzen von 
Schiesspulver. Der Beobachter auf einer zweiten Station 
maass den Zwischenrauöi zwischen dem Aufblitzen und der 
Ankunft des Schalles, indem er sein Ohr an eine Röhre hielt, 
welche nahe der Wasseroberfläche angebracht war. Es fand 
sich, dass die Geschwindigkeit des Schalles im Wasser bei 
S^C. 1435 m in der Secunde war. 

7. Die Fortleitung des Schalles durch feste Körper kann 
durch einen hübschen, Wheatstone zu verdankenden Versuch 
gezeigt werden. Das eine Ende eines Metalldrahtes ist mit 
dem Resonanzboden eines Klaviers verbunden, das andere Ende 
wird durch die Zimmer oder Flure in einen andern Theil des 
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Gebäudes gebracht, wo natürlich direkt von dem Klaviere 
nichts gehört werden darf. Wenn nun ein Resonanzboden 
(etwa der einer Violine) in Berührung mit dem Drahte ge- 
bracht wird, so wird eine auf dem Klaviere gespielte Melodie 
leicht gehört; der Schall scheint aus dem Resonanzboden zu 
kommen. 

8. In einem offenen Räume nimmt die Intensität des 
Schalles mit grosser Geschwindigkeit ab, wenn die Entfernung 
von der Schallquelle wächst. Dieselbe Bewegungsmenge hat 
Flächen in Bewegung zu setzen, welche stets wie die Quadrate 
der Entfernungen von der Quelle wachsen. Jedes Ding, wel- 
ches die Schallausbreitung einengt, wird das Sinken der In- 
"tensität zu vermindern streben. Daher pflanzt sich der Schall 
über die ebepe Oberfläche des Wassers hin weiter fort, als 
über unebene Erdflächen; die Ecke zwischen glattem Stein- 
pflaster und einer verticalen Wand ist noch mehr geeignet, den 
Schall möglichst stark fortzupflanzen ; am wirksamsten hierzu ist 
aber eine röhrenähüliche Umhüllung, welche die Ausdehnung 
des Schalles ganz verhindert. Der Gebrauch von Sprachröh- 
ren zur Erleichterung von Mittheilungen zwischen verschiede - 
denen Theilen eines Gebäudes ist wohl bekannt. Wenn nicht 
gewisse von den Wänden der Röhre herrührende Umstände 
(Reibung und andere) einwirkten, so würde der Schall durch 
Sprachröhren mit geringem Verluste auf sehr weite Distanzen 
fortgeleitet werden können. 

9. Bevor wir weiter gehen, müssen wir einen Unterschied 
feststellen, welcher von grosser Wichtigkeit ist, obschon seine 
exacte Definition Schwierigkeiten bereitet. 

Unter den Schallempfindungen kann man musikalische und 
unmusikalische unterscheiden; die ersteren mögen zweckmässig 
Klänge und die letzteren Geräusche genannt werden. Die 
extremen der diesen beiden Classen angehörenden Fälle werden 
nie einen Streit in Betreff'ibrer Classificirung hervorrufen ; Jeder- 
mann erkennt den Unterschied zwischen dem Klange eines Kla- 
viers und dem Knarren eines Schuhes. Es ist indessen nicht so 
leicht, die Trennungslinie zu ziehen. Zunächst sind wenige 
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Klänge frei von jeder unmusikalischen Beigabe. Bei der 
Orgelpfeife z. B. kann das Zischen des Windes beim Ent- 
weichen aus dem Munde der Pfeife neben dem eigentlichen 
Klange der Pfeife gehört werden. Zweitens nehmen manche 
Geräusche in so fern einen musikalischen Charakter an , als sie 
eine bestimmte Höhe haben. Dies wird später, wenn wir z. B. 
die allgemeine Harmonie besprechen, leichter eingesehen, als 
wenn wir unsere Aufmerksamkeit auf ein isolirtes Beispiel 
richten. Der Versuch zu dem eben Gesagten kann aber ge- 
macht werden, indem man Korken aus Flaschen zieht, die vor- 
her durch Eingiessen von Wasser abgestimmt sind, oder indem 
man Holzstücke von passender Grösse auf einen Tisch wirft. 
Obgleich nun Geräusche manchmal nicht ganz unmusikalisch 
und Klänge gewöhnlich nicht ganz frei von Geräuschen sind, 
so macht es indessen doch keine Schwierigkeit, zu erkennen, 
welches von den beiden die einfachere Erscheinung ist. Bei 
den musikalischen Klängen beobachten wir eine gewisse Glätte 
und ununterbrochene Reihenfolge. Ferner erhalten wir durch 
Zusammenklingenlassen vieler verschiedener Klänge — wie 
z. B. durch gleichzeitiges Anschlagen einer Anzahl von auf 
einander folgenden Tasten eines Klaviers — eine Annähe- 
rung an ein Geräusch; während keine Combination von Ge- 
räuschen sich jemals in einen musikalischen Klang ver- 
mischen kann. 

10. Wir werden daher dazu gefiihrt, unsere Aufmerk- 
samkeit zunächst auf musikalische Schallempfindungen zu rich- 
ten. Diese ordnen sich naturgemäss in eine gewisse Reihen- 
folge nach ihrer Höhe — eine Eigenschaft, welche Jedermann 
bis zu einer gewissen Ausdehnung genau abschätzen kann. 
Geübte Ohren können eine ungeheure Anzahl von Abstufun- 
gen erkennen — wahrscheinlich mehr wie tausend innerhalb 
des Umfanges der menschlichen Stimme. Diese Abstufungen 
in der Höhe sind nicht, wie etwa die Grade einer Thermo- 
meterscala, ohne specielle gegenseitige Beziehung. Wenn man 
irgend einen bestimmten Klang als Ausgangspunkt nimmt, so 
können die Musiker gewisse andere aussondern, welche eine 
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bestimmte Beziehung zu dem ersten haben, und als seine Octave, 
Quinte etc. bekannt sind. Die entsprechenden Unterschiede 
in der Höhe werden Intervalle genannt; man nennt diese 
Intervalle bei ein und derselben Verwandtschaft der einzelnen 
Klänge gleiche Intervalle. Wo man sich also in der musikali- 
schen Scala auch befinden mag, überall ist ein Klang von seiner 
Octave getrennt durch das Intervall einer Octave. Es wird 
eine unserer späteren Aufgaben sein, den Ursprung und das 
Wesen der consonirenden Intervalle zu erklären, so weit die- 
ses geschehen kann; wir müssen jetzt zu der physikalischen 
Seite der Frage zurückkehren. 

Da der Schall durch Schwingungen erzeugt wird, so ist 
es natürlich anzunehmen, dass der einfachere Schall, d. L musi- 
kalische Klänge, periodischen Schwingungen entspricht; 
d. h. Schwingungen,' die sich selbst nach einer gewissen 
Zeitdauer, welche die Periode oder Schwingungsdauer ge- 
nannt wird, mit vollkommener Regelmässigkeit wiederholen. 
Und diese Annahme ist mit einer gleich zu bezeichnenden Ein- 
schränkung richtig. 

11. Um die Entstehung eines musikalischen Klanges zu 
veranschaulichen, können manche Vorrichtungen vorgeschla- 
gen werden. Eine der einfachsten ist ein sich drehendes 
Zahnrad, dessen Zähne gegen ein Kartenblatt gedrückt werden. 
Jeder Anschlag beim Streifen der Karte giebt einen kleinen 
Schlag, deissen regelmässige Wiederkehr bei der Umdrehung 
des Rades einen Klang von bestimmter Höhe erzeugt, der in 
der musikalischen Scala höher wird, wenn die Um- 
drehungsgeschwindigkeit wächst. Das geeignetste In- 
strument für die fundamentalen Untersuchungen über Klänge 
ist unzweifelhaft die von Cagniard de la Tour erfundene 
Sirene. Dieselbe besteht wesentlich aus einer festen Scheibe, 
welche um ihren Mittelpunkt sich drehen kann und von einer 
oder mehreren Reihen von Löchern durchbohrt ist, die in glei- 
chen Zwischenräumen auf mit der Scheibe concentrischen Krei- 
sen angeordnet sind. Eine mit einem Blasebalge verbundene 
Röhre wird der Scheibe senkrecht gegenübergestellt; das offene 
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Ende der Röhre steht gerade einem der Ejfeise gegenüber, 
auf welchem eine Reihe von Löchern sich befindet. Wird der 
Blasebalg in Thätigkeit gesetzt, so entweicht der Luftstrom 
ungehindert, wenn ein Loch sich dem Ende der Röhre gegen- 
über befindet; im andern Falle wird er aber aufgehalten. So- 
bald die Scheibe sich dreht, entweicht durch sie eine Folge 
von Luftstössen, bis dieselben, wenn die Geschwindigkeit ge- 
nügend gross ist, in einen Klang zusammenfiiessen , dessen 
Höhe continuirlich mit der Geschwindigkeit der Aufeinander- 
folge der Stösse steigt. Wir werden später Gelegenheit haben, 
vervollkommtere Formen der Sirene zu beschreiben, für 
unsern augenblicklichen Zweck genügt die beschriebene ein- 
fache Anordnung. 

12. Eine der wichtigsten Thatsachen in der ganzen Wis- 
senschaft wird durch die Sirene bewiesen — das ist die That- 
sache, dass die Höhe eines Klanges von der Periode der zu- 
gehörigen Schwingung abhängt. Die Grösse und Gestalt der 
Löcher, die Stärke des Windes und andere Theile des Ver- 
suchs können geändert werden; wenn dabei nur die Anzahl 
der Stösse in einer gewissen Zeit, etwa in einer Secunde, un- 
geändert bleibt, so bleibt ebenso die Höhe ungeändert. Wir 
können selbst den Wind ganz entbehren und einen Klang her- 
vorbringen, indem wir die Ecke einer Karte gegen die Kanten 
der Löcher schleifen lassen, wenn letztere sich herumdrehen ; 
die Höhe des Klanges wird noch dieselbe sein. Beobachtun- 
gen mit anderen Quellen fär Klänge, wie schwingende feste 
Körper, fuhren zu denselben Folgerungen, obgleich die Schwie- 
rigkeiten hierbei oft der Art sind, dass sehr verfeinerte Ver- 
suchsmethoden nöthig werden. 

Wenn wir sagen: die Höhe hängt von der Periode ab, so 
lauert hier indess eine Unbestimmtheit, welche aufmerksame 
Ueberlegung fordert, da sie uns zu einem Punkte von grosser 
Wichtigkeit führt. Wenn eine veränderliehe Grösse in irgend 
einer Zeit r periodisch ist, so ist sie auch periodisch in den Zeiten 
2 r, 3 T etc. Umgekehrt schliesst eine Wiederholung in einer 
bestimmten Periode r nicht eine raschere Wiederholung inner- 
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halb Perioden aus, welche aliquote Theile von r sind. Es folgt 
demnach hieraus augenscheinlich, dass eine Schwingung, welche 
sich in der Zeit V2 ^ z.B. wirklich wiederholt, auch angesehen 
werden kann, als hätte sie die Periode r; sie würde desshalb 
nach dem vorher festgestellten Gesetze einen Elang von der 
durch X bestimmten Höhe geben. Man kann der zwingenden 
Gewalt dieser Ueberlegung nicht ganz dadurch entgehen, dass 
man als Periode die kleinste Zeit definirt, welche erforderlich 
ist, um eine Wiederholung zu bringen. Zunächst ist die Noth- 
wendigkeit einer solchen Einschränkung in sich selbst schon hin- 
reichend zu dem Nachweise, dass wir noch nicht auf die Wurzel 
unseres Gegenstandes gestossen sind; denn wenn auch einer 
Schwingung, welche sich streng innerhalb einer Zeit V2 ^ wie- 
derholt, das Anrecht auf eine Periode von r versagt werden 
kann, so muss diese Periode doch einer Schwingung zugestan- 
den werden, welche unendlich wenig von jener abweicht. 
Es möge bei dem Versuche mit der Sirene in einem der eine 
gerade Anzahl von Löcher enthaltenen Kreise jedes zweite 
Loch längs des Kreisbogens um denselben Betrag verschoben 
werden. Die Verrückung kann so klein gemacht werden, dass 
man in dem resultirenden Klange keine Aenderung zu entdecken 
vermag. Die Periode, von welcher die Höhe abhängt, ist aber 
verdoppelt. Zweitens ergiebt es sich deutlich aus dem Wesen 
derPeriodicität, dass die Uebereinanderlagerung einer Schwin- 
gung mit der Periode t über andere, welche die Periode V2 ^1 
1/3 r etc. haben, die Periode r nicht zerstört, während man nicht 
annehmen kann, dass die Hinzufagung von neuen Elementen 
die Eigenschaft des Klanges ungeändert lässt. Wie können 
wir überdies, da die Höhe durch die Gegenwart der anderen 
Schwingungen nicht beeinflusst wird , wissen , dass nicht Ele- 
mente von kürzerer Schwingungsdauer schon von Anfang an 
vorhanden waren? 

13. Diese TJeberlegungen führen uns dazu, bemerkens- 
werthe Beziehungen zwischen den E^ängen zu erwarten, deren 
Perioden sich umgekehrt wie die natürlichen Zahlen verhalten. 
Nichts ist leichter wie die Untersuchung dieser Frage mit 
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Hülfe der Sirene. Es seien auf der letzteren zwei Kreise von 
Löchern, von welchen der innere eine beliebige Anzahl von 
Löchern enthält, der äussere zwei Mal so viel. Mit welcher 
Geschwindigkeit die Scheibe dann auch herumgedreht werden 
mag, es wird die Schwingungsperiode, welche man beim Bla- 
sen durch die erstere Löcherreihe erhält, nothwendiger Weise 
das Doppelte der zu der zweiten Reihe gehörigen sein. Macht 
man nun diesen Versuch, so findet man, dass die beiden 
Klänge zu einander in der Beziehung einer Octave stehen; 
wir schliessen hieraus, dass beim Uebergang von irgend 
einem Klange zu dessen Octave die Anzahl der 
Schwingungen verdoppelt wird. Eine ähnliche Versuchs- 
methode zeigt, dass zu dem Periodenverhältniss von 3 : 1 das 
den Musikern als Duodecime bekannte Intervall gehört, 
welches von einer Octave und einer Quinte gebildet wird; 
ebenso zu dem Verhältnisse von 4 : 1 die doppelte Octave; 
und zu dem Verhältnisse von 5 ; 1 das Intervall, welches von 
einer doppelten Octave und einer grossen Terz gebildet wird. 
Um das Intervall der Quinte und der Terz selbst zu er- 
halten, müssen die Periodenverhältnisse resp. wie 3 : 2 oder 
5 : 4 sein. 

14. Aus diesen Versuchen geht hervor, dass die Pe- 
rioden zweier Klänge (oder Töne), wenn letztere eine be- 
stimmte Beziehung zu einander haben, stets in einem be- 
stimmten Constanten Verhältniss stehen, welches der Beziehung 
der Klänge (Töne) zu einander charakteristisch ist. Es ist 
hierbei gleichgültig, in welchem Theile der Scala die Klänge 
(Töne) gelegen sind. Dasselbe kann von der Schwingungs- 
zahl derselben gesagt werden, oder der Anzahl von Schwin- 
gungen, welche jene in einer gegebenen Zeit ausführen. 
Das Verhältniss 2 : 1 ist daher charakteristisch far das Inter- 
vall einer Octave. Wollen wir zwei Intervalle verbinden 
— indem wir z. B. von einem gegebenen B[lange (Tone) aus- 
gehend erst einen Schritt um eine Octave und dann einen 
aweiten in derselben Richtung um eine Quinte weiter gehen — 
so müssen die entsprechenden Verhältnisse vereinigt werden : 
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1 ^ 2 ~" 1 
Der zwölfte Theil einer Octave wird dargestellt durch das 

12 

Verhaltniss |/2: 1, denn das ist der Schritt, welcher zwölf 

Mal wiederholt zu einer Octave über den Ausgangspunkt führt. 
Wollen wir im eigentlichen Sinne ein Maass für die Intervalle 
haben, so müssen wir nicht das charakteristische Verhaltniss 
selbst, sondern den Logarithmus dieses Verhältnisses nehmen. 
Dann, und dann allein, wird das Maass eines zusammengesetz- 
ten Intervalls die Summe der Maasse für die Componenten 
des Intervalls sein. 

15. Von den Intervallen der Octave, Quinte und Terz, 

welche wir oben betrachteten, können andere den Musikern 

bekannte abgeleitet werden. Der Unterschied einer Octave 

und einer Quinte wird eine Quart genannt und hat das Ver- 

3 4 
hältniss 2 ; -jr = ~ • Diesen Process der Subtraction eines 

Intervalles von der Octave nennt man die Umkehrung. Durch 
Ümkehrung der grossen Terz erhalten wir die kleine Sext. 
Andererseits erhalten wir durch Subtraction der grossen Terz 
von einer Quinte die kleine Terz, und von dieser durch Um- 
kehrung die grosse Sext. Die folgende Tabelle giebt in den 
einzelnen Zeilen die Namen der Intervalle und der entsprechen- 
den Verhältnisse der Schwingungszahlen: 

Octave 2:1 

Quinte 3:2 

Quarte . . - 4:3 

Grosse Terz 5:4 

Kleine Sext 8:5 

kleine Terz 6:5 

Grosse Sext 5:3 

Dieses sind alle in dem Bereiche der Octave enthaltenen 
consonirenden Intervalle. Es ist darauf aufmerksam zu machen, 
dass die entsprechenden Verhältnisse sämmtlich mit Hülfe von 
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kleinen ganzen Zahlen ausgedrückt sind, und dass dies um so 
mehr der Fall, je consonirender das Intervall ist 

Die Klänge (Töne), deren Sohwingungszahlen Vielfache 
von der eines gegebenen Klanges (Tones) sind, werden har- 
monische Obertöne des letzteren genannt; die ganze Reihe 
derselben setzt eine harmonische Scala zusammen. Dieselben 
können, wie es Violinspierern sehr gut bekannt ist, alle durch 
die nämliche Saite erhalten werden, indem man letztere mit 
dem Finger an gewissen Stellen leicht berührt, während der 
Bogen über sie streicht. 

Die Aufstellung des Zusammenhanges zwischen musikali- 
schen Intervallen und bestimmten Verhältnissen der Schwin- 
gungszahlen — ein Fundamentalpunkt in der Akustik — ver- 
dankt man Mersenne (1636). Es war allerdings schon den 
Griechen bekannt, in welchen Verhältnissen die Längen der 
Saiten geändert werden müssen, um die Ootave und die Quinte 
zu erhalten; Mersenne bewies aber das Gesetz, welches die 
Länge einer Saite mit der Periode ihrer Schwingungen verbin- 
det, und machte die erste Bestimmung von der wirklichen Schwin- 
gungsanzahl eines bekannten musikalischen Klanges (Tones). 

16. Auf jeden Klang (Ton), der als Grundton i) oder To- 

nica genommen wird, kann eine diatonische Scala gegründet 

werden, zu deren Ableitung wir jetzt übergehen wollen. Wird 

die Tonica, was auch ihre absolute Höhe sein mag, Do genannt, 

so heisst die Quinte über ihr oder die Dominante — 8öl^ die 

Quinte unter ihr oder die Siibdominante — Fa, Der gewöhnliche 

Accof-d irgend eines Tones wird hergestellt durch Verbindung 

letzteres mit seiner grossen Terz und seiner Quinte, deren 

Schwingungszahlen also im folgecfden Verhältniss stehen: 

5 3 
1 •• 7 • -n ^^^^ 4 : 5 ; 6. Nehmen wir jetzt den gewöhnlichen 



^) In den folgenden Paragraphen, soweit dieselben sich mit den 
musikalischen Scalen beschäftigen, ;\vird dem gewöhnlichen Sprach- 
gebrauche zu Liebe für das englische note — eigentlich mit Klang zu 
übersetzen — das Wort „Ton" gebraucht, dessen specifische Bedeutung 
sich aber alsbald ergeben wird. Anm. d. Uebers. 
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AcGord resp. auf der Tonica, auf der Dominante und auf der 

Unterdominante und transponiren, wenn nöthig, diese Accorde 

in die Octave, welche sich unmittelbar über der Tonica erhebt, 

so erhalten wir Töne, deren Schwingungszahlenverhältnisse 

nach ihrer Grösse geordnet folgende sind: 

Do Be ' Mi Fa 8öl La Si Do 

9 5 4 3 5 15 

8 4 3 2 3 8 

Der gewöhnliche Accord auf Do ist J)o—Mi—8ol^ mit den 

5 3 
Verhältnissen 1 • -r • "ö; der Accord auf Sol ist Sol — Si — Be 

3 15 9 5 3 

mit den Verhältnissen q .* -5- : 2 X q = ^ ' T - Kl ^^^ der 

^ o o 4 ^ 

Accord auf Fa ist Fa—La — Do ebenfalls mit denselben Ver- 
hältnissen. Die Scala wird durch Wiederholung dieser Töne 
nach unten und oben in Octavenintervallen vervollständigt. 

Nehmen wir als unser Do oder als Tonica das untere c 
einer Tenorstimme, so wird die diatonische Scala folgende sein: 
c d e f g a h c'. 

Es giebt kleine Unterschiede in dem Gebrauche, die ver- 
schiedenen Octaven von einander zu unterscheiden; in dem 
Folgenden werde ich die Bezeichnungsweise von Helmholt z 
anwenden. Die Octave unterhalb der eben erwähnten wird 
mit grossen Buchstaben geschrieben — C, D etc. ; die nächste 
unter dieser mit einem Index — C^, D^ etc.; die folgende unter 
der letztem mit einem doppelten Index — G^^ etc. Auf der 
andern Seite bezeichnen Accente die Erhöhung um eine Octave 
— c', c" etc. Die Grundtöne der vier Saiten einer Violine wer- 
den bei dieser Bezeichnungsweise geschrieben: g -d' — a' — e'^ 
Das mittlere c eines Klaviers ist c'. 

17. In Bezug auf ein absolutes Normalmaass für die 
Höhe giebt es in der Praxis keine Gleichförmigkeit. Auf der 
Stuttgarter Conferenz im Jahre 1834 wurde c' = 264 ganzen 
Schwingungen in der Seounde empfohlen. Das entspricht 
einem a' = 440. Die französische Bestimmung macht a' =• 435 
Schwingungen. Zu Händel's Zeiten war die Höhe der ein- 
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zelnen Tonstufen viel tiefer. Wenn c' zu 256 oder 2» Schwin- 
gungen genommen würde, so würden alle c's Schwingungszah- 
len besitzen, welche durch Potenzen von 2 dargestellt werden. 
Diese Höhe wird gewöhnlich von Physikern und den Ver- 
fertigern von akustischen Instrumenten angenommen; sie hat 
den Vortheil der Einfachheit' 

Die erste Bestimmung der Schwingungszahl eines ge- 
gebenen Tones ist eine Aufgabe, welche einige Sorgfalt erfor- 
dert. Die einfachste Methode ist im Principe die mittelst der 
Sirene, welche mit solcher Geschwindigkeit getrieben wird, 
dass sie einen Ton giebt, welcher im Einklänge ist mit dem 
gegebenen Tone. Die Anzahl der Umdrehungen der Scheibe 
in einer Secunde wird durch einen Zählapparat gegeben, wel- 
cher bei Beginn und am Ende eines gemessenen Zeitraumes 
ein- und ausgesetzt werden kann. Diese Umdrehungsanzahl 
multiplicirt mit der Anzahl der wirkenden Löcher giebt die 
gesuchte Schwingungszahl. Die Besprechung anderer Metho- 
den, welche eine grössere Genauigkeit zulassen, muss noch 
verschoben werden. 

18. So lange wir uns an die diatonische Scala auf c hal- 
ten, haben wir in den oben angeschriebenen Tönen alle die- 
jenigen, welche in einer musikalischen Composition gebraucht 
werden. Es ist indess häufig erforderlich, die Tonica zu ändern. 
Unter solchen Umständen wählt ein Sänger mit gutem natürlichem 
Gehör, welcher gewohnt ist, ohne Begleitung zu singen, einen 
ganz neuen Ausgangspunkt, indem er sich eine neue diatonische 
Scala auf der neuen Tonica bildet Auf diese Weise wird nach 
wenigen Wechseln des Schlüssels die ursprüngliche Scala ganz 
verlassen sein und eine ungeheure Anzahl von verschiedenen 
Tönen gebraucht werden. Auf einem Instrumente mit festen 
Ton stufen, wie beim Klavier und der Orgel, ist solch eine Ver- 
vielfältigung unausfahrbar; es ist dann einigermaassen ein 
Compromiss nothwendig, um demselben Tone zu gestatten, 
verschiedene Functionen ausüben zu können. Hier ist nicht 
der Ort, diese Frage in einiger Breite zu behandeln; wir 
wollen daher nur als ein Beispiel den einfachsten, eben so wie 
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den gewöhnlichsten Fall annehmen — die Modulation in die 

Scala, deren Tonica die Dominante ist. 

Nach der Definition besteht die diatonische Scala des c 

aus den auf c, g und / aufgebauten gewöhnlichen Accorden. 

In gleicher Weise besteht die ^-Scala aus den auf g^ d und c 

aufgebauten Accorden. Die Accorde auf c und g haben daher 

beide Scalen gemeinschaftlich; die Terz und Quinte von d 

fahren indess neue Töne ein. Die Terz von d, welche fi& ge- 

9 5 45 
schrieben wird, hat eine Schwingungszahl von 3- X t =^ öö 

und liegt weit ab von irgend einem der Töne in der 

c-Scala. Die Quinte von d, mit einer Schwingungszahl von 

9 3 27 

— X nT = Tß» unterscheidet sich dagegen nur wenig von a, 

5 
dessen Schwingungszahl ■- ist. Bei gewöhnlich 'gestimmten 

Instrumenten wird der Unterschied zwischen den beiden, wel- 

81 
eher durch — dargestellt und ein C o m m a genannt wird, vernach- 
lässigt und die beiden Töne werden nach einem zweckmässigen 
Compromiss, Temperatur genannt, als identisch genommen. 

19. Verschiedene Temperatursysteme sind in Gebrauch 
gewesen; das einfachste und jetzt meist allgemein gebrauchte 
oder wenigstens beliebteste ist das der gleich schwebenden 
Temperatur. Geht man die Tabelle der Schwingungszahlen 
für die diatonische Scala durch, so sieht man, dass die Inter- 
valle von Do nach Be, von Ee nach Miy von Fa nach So?, von 
Sol nach La und von La nach Si beinahe dieselben Grössen 

9 10 

haben, da sie durch — oder -^ dargestellt werden. Dagegen 

sind die Intervalle von Mi nach Fa und von Si nach Do^ welche 

durch Yr dargestellt werden, ungefähr nur halb so gross. Die 

gleichöchwebende Temperatur behandelt diese angenäherten 
Verhältnisse als genau übereinstimmend, indem sie die Octave 
in zwölf gleiche Theile eintheilt, welche mittlere halbe Töne 
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genannt werden. Aus diesen zwölf Tönen kann die zu irgend 
einer Tonica gehörige diatonische Scala nach der folgenden 
Regel aufgebaut werden. Indem" man die Tonica als den 
ersten Ton nimmt, füllt man die Reihe aus durch den drit- 
ten, fünften, sechsten, achten, zehnten, zwölften und dreizehn- 
ten Ton und zwar aufw^arts zählend. Auf diese Weise werden 
alle Schwierigkeiten in der Modulation vermieden, da die zwölf 
Töne eben so gut für die eine Tonica wie für die andere die- 
nen. Dieser Vortheil ist indess auf Kosten einer richtigen 
Stimmung errungen. Die Terz des gleich schwebenden Systems, 
die der dritte Theil einer Octave ist, wird durch das Yerhält- 

3 

niss 1/2 : 1 oder angenähert: 1,2599 dargestellt, während die 

reine Terz 1,25 ist. Die temperirte Terz ist daher um das 
Intervall 126 : 125 höher als die reine. Das Verhältniss der 
temperirten Quinte kann aus der Ueberlegung erhalten wer- 
den, dass sieben halbe Töne eine Quinte machen, während 
zwölf auf eine Octave gehen. Das Verhältniss ist daher 
2Vi2 • I5 was gleich 1,4983 ist. Die temperirte Quinte ist 
daher um das Verhältniss 1,4983 : 1,5 zu niedrig, oder an- 
genähert um 881 : 882. Dieser Fehler ist ohne Belang; selbst 
der Fehler bei der Terz hat keine grosse Folgen bei bewegter, 
rascher Musik auf Instrumenten wie das Klavier. Wenn indess 
die Töne ausgehalten werden, wie beim Harmonium oder der 
Orgel, dann ist die Consonanz der Accorde wesentlich ver- 
schlechtert. 

\ 

20. Die folgende Tabelle, welche die zwölf Töne der 
chromatischen Scala nach dem System der gleich schwebenden 
Temperatur enthält, ist eine bequeme Unterlage für weitere Be- 
rechnungen 1). Der gebrauchte Ausgangsnormalton ist al = 440 ; 
um die Tabelle auf irgend eine andere absolute Tonhöhe anzu- 
wenden, ist es nur nöthig, sie durchweg mit dem betreffenden 
Eigen-Factor zu multipliciren : 



^) Zam miner, die Musik und die musikalischen Instrumente. 
Giessen 1855. 
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Cs» 


c. 


C 


c 


</ 


c" 


1 c"' 


c"" 


c 


16,35 


32,70 


65,41 


130,8 


261,7 


523,3 


1046,5 


2093,2 


Cis 


17,32 


34,65 


69,30 


138,6 


277,2 


544,4 


1108,8 


2217,7 


D 


18,35 


36,71 


73,42 


146,8 


293,7 


587,4 


1174,8 


2349,6 


Dis 


19,44 


38,89 


77,79 


155,6 


311,2 


622,3 


1244,6 


2489,3 


E 


20,60 


41,20 


82,41 


164,8 


329,7 


659,3 


1318,6 


2637,3 


F 


21,82 


43,65 


87,31 


174,6 


349,2 


698,5 


1397,0 


2794,0 


Fis 


23,12 


46,25 


92,50 


185,0 


370,0 


740,0 


1480,6 


2960,1 


G 


24,50 


49,00 


98,00 


196,0 


392,0 


784,0 


1568,0 


3136,0 


Gis 


25,95 


51,91 


103,8 


207,6 


415,3 


830,6 


1661,2 


3322,5 


A' 


27,50 


55,00 


110,0 


220,0 


440,0 


880,0 


1760,0 


3520,0 


Ais 


29,13 


58,27 


116,5 


233,1 


466,2 


932,3 


1864,6 


3729,2 


H 


30,86 


61,73 


123,5 


246,9 


493,9 


987,7 


1975,5 


3951,0 



Die Verhältnisse der Intervalle in der Scala der gleich - 
schwebenden Temperatur sind folgende (Zamminer): 



Ton Schwingungszahl 

c ^ = 1,00000 
cis 2Ä = 1,05946 
d 2y = 1,12246 
dis 2Ä = 1,18921 
e 2Ä = 1,25992 
/ 2i^ = 1,33484 



Ton Schwingungszahl 

^ 21^ = 1,41421 
^ 2^ = 1,49831 
gis 2H = 1,58740 
a 2Ä = 1,68179 
ais ,2^ = 1,78180 
Ä 2TI = 1,88775 



c' = 2,000 

21. Kehren wir nun einen Augenblick zu der physikali- 
schen Seite der behandelten Frage zurück. Wir wollen die 
Annahme machen — deren Richtigkeit innerhalb weiter Gren- 
zen wir später nachweisen werden — , dass, wenn zwei oder 
mehrere Tonquellen die Luft gleichzeitig bewegen, die daraus 
sich ergebende Störung in irgend einem Punkte der äussern 
Luft oder des Gehörganges die einfache Summe (im aus- 
gedehnten geometrischen Sinne) von dem ist, was durch jede 
Quelle bei ihrer alleinigen Wirkung erfolgen würde. Es soll nun 

Bayleigh, Theorie des SohaUes 2 
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die Störung betrachtet werden, welche durch das gleichzeitige Er- 
klingen eines Tones und irgend eines oder aller Obertöne dessel- 
ben hervorgerufen wird. Nach der Definition bildet der ganze 
Complex einen Klang, welcher dieselbe Periode (und deshalb auch 
dieselbe Höhe) wie das tiefste der zusammensetzenden Elemente 
hat. Wir haben augenblicklich noch kein Kriterium, durch wel- 
ches die zwei Töne unterschieden werden oder die Gegenwart der 
höheren harmonischen Obertöne erkannt werden kann. Und 
doch ist es — jedenfalls wenn die zusammensetzenden Klänge 
von einander unabhängige Ursprünge haben — gewöhnlich 
nicht schwer, diese höheren Töne durch das Ohr zu entdecken, 
so dass dieses eine Analyse der Mischung anstellt. Das heisst 
so viel, als dass eine genau periodische Schwingung ein Ge- 
fühl erregen kann, welches nicht einfach, sondern einer weitern 
Analyse fähig ist. Und in der That ist es den- Musikern lange 
bekannt, dass unter gewissen Umständen die harmonischen 
Obertöne eines Klanges neben dem letztern gehört werden 
können, selbst wenn der Klang aus einer^ einzigen Quelle 
stammt, wie etwa von einer schwingenden Saite; die Bedeu- 
tung dieser Thatsache wurde aber nicht verstanden. Nachdem 
die Aufmerksamkeit auf diesen Punkt gelenkt war, wurde 
(namentlich durch die Arbeiten von Ohm und Helmholtz) 
bewiesen, xiass fast alle musikalischen Klänge sehr zusammen- 
gesetzt sind, indem sie thatsächlich aus den Tönen einer har- 
monischen Scala bestehen, von denen in den einzelnen Fällen 
eines oder mehrere Glieder fehlen können. Der Grund der 
Unbestimmtheit und Unsicherlieit der Analyse wird gleich be- 
rührt werden. 

22. Der Theil eines Klanges, welchen das Ohr nicht wei- 
ter auflösen kann, wird von Helmholtz ein Ton genannt. 
Klänge werden im Allgemeinen von Tönen gebildet; die 
Höhe eines Klanges ist die des tiefsten Tones, welchen er 
enthält. 

23. Genau gesprochen muss die Eigenschaft der Höhe zu 
allererst nur den einfachen Tönen zuertheilt werden ; sonst ent- 
steht die früher erwähnte Schwierigkeit derDiscontinuität. Die 
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geringste Aenderung in der Natur eines Klanges kann die 
Hohe desselben um eine ganze Octave erniedrigen, wie sich 
das bei der Sirene ja auch herausstellte. Wir würden jetzt 
lieber sageii, dass bei dem betreffenden Versuch die Wirkung 
einer kleinen Umstellung der alternirenden Löcher die war, 
dass ein neuer schwacher Ton eingeführt wurde, der um eine 
Octave tiefer ist, wie der vorher vorhandene. Das genügt, 
um die Periode des Ganzen zu ändern, die grosse Masse des 
Klanges bleibt indessen nahezu dieselbe wie vorher. 

Bei den meisten musikalischen Klängen ist indessen der 
fundamentale oder tiefste Ton in genügender Stärke vor- 
handen, um dem Ganzen seinen Charakter aufzudrücken. Die 
Wirkung der harmonischen Obertöne ist dann: die Qualität 
oder Klangfarbe des Klanges zu ändern in einer von der 
Höhe unabhängigen Weise. Dass ein solcher Unterschied 
existiit, ist wohl bekannt. Es können die Klänge einer Vio- 
line, einer Stimmgabel oder der menschlichen Stimme mit ihren 
verschiedenen Vocallauten etc. alle dieselbe Höhe haben und 
doch von einander verschieden sein, und zwar unabhängig von 
ihrer Stärke; obgleich ein Theil dieser Verschiedenheit auf 
begleitenden Geräuschen beruht, welche zu der Klangnatur 
jener nicht gehören, so ist doch ein Theil vorhanden, welcher 
nicht hi'erzu zu rechnen ist Musikalische Klänge können dalier 
als in dreierlei Hinsicht variabel geordnet werden. Zunächst: 
nach ihrer Höhe. Wir haben diesen Punkt schon genügend 
betrachtet. Zweitens: nach ihrer Klangfarbe, welche von 
den Verhältnissen abhängt, in denen die harmonischen Ober- 
töne mit dem Fundamentalton verbunden sind. Drittens: nach 
ihrer Stärke. Diese muss zuletzt genommen werden, weil 
das Ohr nicht im Stande ist (mit einiger Genauigkeit), die Stärke 
von zwei Klängen zu vergleichen, welche sich sehr in ihrer 
Höhe und ihrer Klangfarbe unterscheiden. Wir werden in- 
dessen in einem der folgenden Capitel ein mechanisches Maass 
fär die Stärke des Schalles geben, welches alle Abstufungen 
der Höhe in ein System einschliesst, doch für den Augen- 
blick ist das nichts für uns. Wir beschäftigen uns mit der 
Stärke der Empfindung des Schalles, nicht mit einem Maass 

2* 
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für die physikalische Ursache desselben. Den Unterschied in 
der Stärke erkennen wir aber sofort in seinen verschiedenen 
Grössen, so dass wir kaum eine andere Wahl haben, als sie 
caeteris parihus als abhängig von der Grösse der betreffenden 
Schwingungen zu betrachten. 

24. Wir haben gesehen, dass ein musikalischer Klang, als 
solcher, einer Schwingung, welche nothwendiger Weise perio- 
disch .ist, verdankt wird; das Entgegengesetzte kann indess 
offenbar nicht ohne Begrenzung richtig sein. Eine periodische 
Wiederholung eines Geräusches in Zeiträumen von einer Se- 
cunde — z. B. das Ticken einer Uhr — wird keinen musika- 
lischen Klang geben, wenn die Wiederholung stets auch noch 
so vollkommen geschieht. In solch einem Falle können wir 
sagen, dass der fundamentale Ton ausserhalb der Gehörgrenze 
liegt; obgleich noch einige der harmonischen Obertöne in diese 
Grenzen hineinfallen , so werden diese doch keinen musikali- 
schen Klang oder einen Accord erregen, sondern eine geräusch- 
aitige Masse von Schallen, ähnlich der, welche erzeugt wird 
durch gleichzeitiges Anschlagen der zwölf Töne der chromati- 
schen Scala. Man kann diesen Versuch mit der Sirene anstel- 
len , indem man die Löcher ganz unregelmässig rund auf dem 
Umfang eines Kreises vertheilt und dann die Scheibe nait einer 
massigen Geschwindigkeit herumdreht Nach der Construction 
des Instrumentes wiederholt sich Alles nach jeder vollständi- 
gen Umdrehung. 

25. Die hauptsächlichste Schwierigkeit, welche in der 
Theorie von Sängen und Tönen zurückbleibt, ist die Erklärung 
dafür: warum Klänge manchmal vom Ohre in Töne zerlegt 
werden und manchmal nicht. Wenn ein Klang wirklich zu- 
sammengesetzt ist, warum wird diese Thatsache nicht sofort 
und si9ber bemerkt und die einzelnen Componenten von ein- 
ander gesondert? Die Schwäche der harmonischen Obertöne 
ist nicht der Grund, denn dieselben sind, wie wir bei einem 
spätem Punkte unserer Untersuchung sehen werden, oft von 
einer überraschenden Stärke und spielen eine hervorragende 
Rolle in der Musik« Wenn andererseits ein Klang manchmal 
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als ein Ganzes empfunden wird, warum tritt dieses nicht immer 
ein? Diese Fragen sind sehr sorgfaltig von Helmholtz^) 
mit einem ziemlich zufrieden stellenden Resultat behandelt 
worden. Die Art der Schwierigkeit ist nicht der Akustik 
eigenthümlich ; wir finden sie in analoger Weise in der jener 
verwandten Wissenschaft der physiologischen Optik. 

Die Kenntniss der äusseren Dinge, welche wir aus den 
Anzeichen unserer Sinne ableiten, ist in den meisten Fällen 
das Resultat einer Folgerung. Wenn ein Gegenstand vor uns 
steht, so werden verschiedene Nerven in der Retina erregt, 
und bestimmte Empfindungen werden erzeugt, welche wir ge- 
wohnt sind, mit dem Gegenstande zu verbinden; wir folgern 
dann sogleich auch seine Gegenwart. Bei einem unbekannten 
Gegenstande ist der Process fast derselbe. Wir legen die 
Empfindungen, denen wir unterliegen, so aus, dass wir eine 
recht gute Vorstellung von der dieselben erregenden Ursache 
erhalten. Von den sich ein wenig von einander unterscheiden- 
den perspectivischen Bildern der beiden Augen folgern wir, 
oft durch einen sehr mühsamen Process, die wirkliche Räum- 
lichkeit und die Entfernung des Gegenstandes, wofür wir sonst 
keine Anleitung haben würden. Diese Folgerungen werden 
mit ausserordentlicher Schnelligkeit und ganz unbewusst ge- 
macht. Das ganze Leben eines Jeden von uns ist eine fort- 
währende Lehre in der Auslegung der uns sich darbietenden 
Anzeichen und in den Folgerungen von Schlüssen daraus auf 
das thatsächlich Vorhandene ausser uns. Nur in so weit, als 
wir bei diesem Glück haben, sind unsere Empfindungen für 
uns in den gewöhnlichen Dingen des Lebens von einigem 
Nutzen. Unter solchen Umständen ist es kein Wunder, dass 
die Untersuchung unserer Empfindungen selbst in den Hinter- 
grund tritt und dass subjective Erscheinungen , wie man die- 
selben nennt, ausserordentlich schwierige Beobachtungsobjecte 
sind. Als ein Beispiel hiervon genügt es, den „blinden Fleck" 
in der Retina zu erwähnen , von dem man a priori hätte er- 
warten können , dass er sich selbst als eine ausgezeichnete Er- 



') Tonempfindungen, 3. Ausgabe, S. 98. 
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scheinnng offenbart hätte, während doch thatsächlich wahr- 
scheinlich nieht eine Person unter hundert Millionen denselben 
von selbst auflßnden würde. Die Anwendung dieser Bemer- 
kungen auf die vorliegende Frage ist hinreichend klar. Bei 
der täglichen Verwendung unsers Ohres ist es unser Zweck, 
aus der ganzen Menge von Schallen, welche unser Ohr errei- 
chen, diejenigen Theile auszusondern, die aus Quellen stam- 
men, welche uns in dem Augenblicke gerade interessiren. Wenn 
wir auf die Unterhaltung eines Freundes hören , so fixiren wir 
unsere Aufmerksamkeit auf den Schall, der von ihm kommt, 
und bestreben uns, diesen als ein Ganzes aufzufassen, während 
wir auf andere Schallerregungen so viel wie möglich gar nicht 
achten und dieselben nur als eine Unterbrechung ansehen. 
Es sind gewöhnlich hinreichende Merkmale vorhanden, um uns 
bei dem Anstellen dieser theilweisen Analyse zu unterstützen. 
Spricht ein Mensch, so steigt und fallt der ganze von seiner 
Stimme herrührende Schalt zusammen als ein Ganzes; wir fin- 
den daher keine Schwierigkeit darin, denselben als eine Ein- 
heit, als ein Zusammengehöriges zu erkennen. Es würde kei- 
nen Vortheil bringen, im Gegentheil eine grosse Quelle von 
Verwirrung sein, wenn wir die Analyse noch weiter treiben 
und die ganze vorhandene Schallmasse in die einzelnen sie zu- 
sammensetzenden Töne auflösen wollten. Wenn auch von der 
Seite der reinen Empfindung angesehen eine Auflösung in 
Tönen gewünscht werden kann, so bringen uns doch die Noth- 
wendigkeiten unserer Lage und das praktische Leben dazu, die 
Analyse an dem Punkte einzustellen, über welchen hinaus die- 
selbe aufhören würde, uns zur Entzifferung unserer Empfin- 
dungen, solche als blosse Anzeichen äusserer Gegenstände be- 
trachtet i), dienlich zu sein. 

Manchmal kann es indessen sich ereignen, dass wir, wie 
sehr wir auch wünschen , ein Urtheil zu bilden , der wesent- 



^) Höchst wahrscheinlich ist die Fähigkeit, auf den wichtigen 
Theil unserer Empfindungen zu achten und den unwichtigen derselben 
zu ignoriren, zum grossen Theile von uns ererbt — zu einer sehr 
grossen Ausdehnung in dieser Fähigkeit werden wir wohl nie kommen. 
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liehen Dinge, um dies thun zu können, vollBtändig entbehren. 
Wenn ein Klang und seine Octave nahe zusammen und mit 
einer vollkommenen Gleichförmigkeit ertönen, so ist in unse- 
ren Empfindungen nichts vorhanden, welches uns in den Stand 
setzen kann, zu unterscheiden, ob die Klänge einen doppelten 
oder einen einfachen Ursprung haben. Bei dem gemischten 
Register der Orgel lässt das Niederdrücken jeder Taste den 
Wind zu einer Gruppe von Pfeifen, welche eine bestimmte 
Tonstufe und die ersten drei oder vier harmonischeu Obertöne 
derselben geben. Die Pfeifen jeder Gruppe erklingen stets 
zusammen und das Resultat hiervon wird gewöhnlich als ein 
einzelne!" Klang empfunden, obgleich dasselbe nicht aus einer 
einzigen Quelle hervorgeht. 

26. Die Auflösung eines Klanges in seine zusammen- 
setzenden Töne ist eine Aufgabe, die für verschiedene Men- 
schen sehr verschiedene Schwierigkeiten darbietet. Namentlich 
beim ersten Versuch ist ein grosser Aufwand von Aufmerk- 
samkeit erforderlich; so lange bis man sich noch nicht daran 
gewöhnt hat, ist eine äussere Hülfe, welche Einem einflüstert, 
worauf man horchen soll, sehr wimschenswerth. 

Wir werden zu der Frage nach der Analyse der Klänge 
später zurückkehren, nachdem wir die Schwingungen von Sai- 
ten behandelt haben, mit deren Hülfe jene am besten klar 
gemacht werden kann. Es möge indess doch hier zunächst 
noch ein sehr lehrreicher Versuch folgen, der ursprünglich 
von Ohm gemacht und dann vonHelmholtz vervollkommnet 
ist. Helmholtzi) nahm zwei Flaschen von der in Fig. 1 (a. f. S.) 
dargestellten Form, die eine etwa zwei Mal so gross wie die 
andere. Dieselben wurden durch einen Lufbstrom längs des 
Flaschenmandes angeblasen ; der Luftstrom kam aus Gummi- 
röhren, deren der Flasche zugekehrten Enden erweicht und 
dann zusammengepresst waren, so dass die Oefliiung die Form 
eines engen Schlitzes annahm. Beide Röhren sind in Verbin- 
dung mit demselben Blasebalg. Indem man Wasser eingiesst. 



1) Tonempfiudungeu S. 109. 
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Die einfachsten periodischen Functionen, welche die 
Mathematiker kennen, sind die Kreisfunctionen, die durch 
einen Sintis oder einen cosinus ausgedrückt werden. Es giebt 
in der That unter allen anderen keine, welche deiAselben 
an Einfachheit gleichkommen. Sie können jede Periode be- 
sitzen ; da sie keine andere Variation zulassen (mit Ausnahme 
ihrer Grösse) , so scheinen sie wohl fähig zu sein , einen ein- 
fachen Ton wiederzugeben. Ausserdem hat Foürier be- 
wiesen, dass die allgemeinste eindeutige Function in eine Reihe 
von Kreisfunctionen zerlegt werden kann, welche Perioden 
haben, die Submultiplen von der der gegebenen Function sind. 
Andererseits ist es eine Folgerung der allgemeinen Schwin- 
gungstheorie, dass diejenige besondere Schwingungsart, der 
wir jetzt einen einfachen Ton unterlegen, die einzige ist, welche 
ihre XJn Veränderlichkeit bewahrt unter all den verschiedenen 
Umständen, denen sie unterworfen sein kann. Alle anderen 
Arten sind einer gewissen physikalischen Analyse zugänglich, 
indem die Theile verschieden von einander afficirt werden. 
Wenn die Analyse im Ohre nach einem andern Princip vor 
sich ging, wie die nach den Gesetzen der unbelebten Materie 
ausserhalb des Ohres angestellte, so würde die Folge die sein, 
dass ein ursprünglich einfacher Klang auf seinem Wege zum 
Beobachter zusammengesetzt werden könnte. Es ist kein 
Grund zu der Annahme vorhanden , dass irgend etwas dieser 
Art eintreten kann. Wenn man dazu bedenkt, dass nach 
all den Vorstellungen, welche wir uns machen können, die 
Analyse im Ohre mittelst einer physikalischen Maschinerie an- 
gestellt werden muss, welche denselben Gesetzen, die auswärts 
herrschen, unterliegt, so sieht man, dass ein stark zwingender 
Grund vorliegt, die Töne als hervorgebracht durch Schwin- 
gungen anzusehen, welche durch Kreisfunctionen ausgedrückt 
werden. Wir sind indessen nicht ganz allein auf die Führung 
von solchen allgemeinen Ueberlegungen angewiesen. In dem 
Capitel über die Schwingungen der Saiten werden wir sehen, 
daps in vielen Fällen uns die Theorie scho» vorher über die 
Natur der von einer Saite ausgeführten Schwingungen belehrt, 
und in einigen darüber, ob irgend eine bestimmte einfache 
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Schwingung eine Componente ist oder nicht. Hier haben wir 
dann ein entscheidendes Zeu^niss. £s ist durch den Versuch 
nachgewiesen, dass stets, wenn nach der Theorie irgend eine 
einfache Schwingung vorhanden ist, der dieser entsprechende 
Ton auch gehört werden kann, während dieser Ton nie gehört 
werden kann, wenn die einfache Schwingung nicht vorhanden 
ist. Wir sind daher zu der Behauptung berechtigt, dass ein- 
einfache Töne und durch Kreisfunctionen ausdrückbare Schwin- 
gungen unauflöslich mit einander verknüpft sind. Dieses Gesetz 
wurde von Ohm entdeckt. 



Zweites Capitel, 

Harmonische Bewegungen. 

28. Die durch eine Kreisfunction der Zeit ausgedrückten 
Schwingungen, welche verschieden als einfache, Pendel- 
oder harmonische Schwingungen bezeichnet werden, sind in 
der Akustik von solcher Wichtigkeit, dass wir nichts Besseres 
thun können, als dass wir vor unserm Eintritt in den dynami- 
schen Theil unseres Gegenstandes der Betrachtung derselben 
ein Capitel widmen. Die Grösse, deren Veränderang die 
Schwingung ausmacht, möge die in einer bestimmten Rich- 
tung gemessene Verschiebung eines Theilchen sein, oder der 
Druck an einem bestimmten Punkt eines Fluidums und so fort. 
Injedem Falle haben wir, wenn wir dieselbe mit u bezeichnen: 

/27tt \ 

= acos { £ j 1) 

in welchem Ausdruck a die Amplitude oder den grössten 
Werth von u bezeichnet; t die Schwingungsdauer oder 
Periode, nach Verlauf welcher der betreffende Werth von u 
wiederkehrt; € bestimmt die Phase der Schwingung in dem 
Moment, von welchem an t gerechnet wird. 

Irgend welche Anzahl von harmonischen Schwingungen mit 
derselben Periode, welche dieselbe veränderliche Grösse be- 
treffen, setzen sich in eine andere Schwingung von derselben Art 
2U8ammen, deren Elemente auf folgende Weise bestimmt werden: 



u 
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u = ^ a cos ( 6j 

27Ct ^r-^ , 2 itt yr^ 
= cos y.acos e + sin ^ asi 



wenn 



und 



sine 
^rcos(^- ©) (2) 

= [{Eacosty'\-{SasinBy^ .... (3) 



tang& = ^p^asinB:^\acosB (4) 

Es seien z. B. zwei Componenten vorbanden: 

/2nt \ , , /2nt \ 

u = acos { a j -f- a cos ( e ]; 

dann ist 

r = ja» + a'2 + 2aa'cos(« — «')p- • • • (5) 

^aw^ = \ — -, , (6) 

acose -\- a coss 

Es mögen einige besondere Fälle erwäbnt werden. 
Stimmen die Phasen der beiden Componenten überein, 
so ist 



. , ,. (2nt \ 

w = (a 4" » ) cos ( € ] 



Unterscheiden sich die Phasen um eine halbe Periode, 
so ist: 



w = (a — a) cos ( fij. 



so dass u verschwindet, wenn a =i a! ist. In diesem Falle sagt 
man oft: die Schwingungen interferiren, indess fuhrt der 
Ausdruck leicht irre. Man kann von zwei Schwingungen sehr 
richtig sagen, dass dieselben interferiren, wenn sie zusammen 
Ruhe Vierursachen; indess kann die einfache Uebereinander- 
lagerung allein von zwei Schwingungen (ob diese nun Ruhe be- 
wirken oder nicht) nicht eigentlich so genannt werden. Wenig- 
stens ist es, wenn dieses Interferenz ist, schwer zu sagen, was 
Nichtinterferenz sein kann. Im Verlaufe der Untersuchung 



1 
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wird es sich zeigen , dass sich Schwingungen, welche eine ge- 
wisse Intensität übersteigen, nicht mehr durch einfache Addi- 
tion zusammensetzen; diese gegenseitige Einwirkung könnte 
viel eigentlicher Interferenz genannt werden; sie ist indess 
eine Erscheinung von einer vollständig andern Natur wie die, 
mit welcher wir jetzt zu thun haben. 

Wenn weiter die Phasen sich um ein Viertel oder drei 
Viertel einer Periode von einander unterscheiden, dann ist 
cos {b — a') = und 



a2 ■+- a'4 2 . 



Harmonische Schwingungen von einer bestimmten Periode 
lassen sich durch Linien darstellen, die von einem Pole 
ausgezogen werden und deren Längen den Amplituden, deren 
Neigungen den Phasen der Schwingungen proportional sind. 
Die Resultante irgend einer Anzahl von harmonischen Schwin- 
gungen wird dann dargestellt durch die geometrische Resul- 
tante der entsprechenden Linien. Wenn letztere z. B. symme- 
trisch rund um den Pol angeordnet sind, so ist die Resultante 
der Linien oder auch der Schwingungen gleich Null. 

29. Messen wir längs einer üc-Axe Entfernungen ab, die 
proportional der Zeit sind, und nehmen u als Ordinate, so er- 
halten wir die harmonische Curve oder Sinuscurve: 



u 



/2nx \ 
= acos(^-^~- £j; 



hier ist A , die .Wellenlänge genannt , an Stelle von x gesetzt. 
Beide Grössen geben den Betrag der unabhängigen Variabein 
an, der einer vollkommenen Wiederholung der Function ent- 
spricht. Die harmonische Curve ist daher der Ort eines Punk- 
tes, der zu gleicher Zeit eine gleichförmige Bewegung und 
in einer dazu senkrechten Richtung eine harmonische Schwin- 
gung ausfährt. In dem nächsten Capitel werden wir sehen, 
dass die Schwingung einer Stimmgabel einfach harmonisch ist; 
wenn daher eine angeschlagene Stinmigabel mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit parallel der Richtung ihres Stieles fortbewegt 
wird, so beschreibt ein an das Ende einer ihrer Zinken ange- 
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brachter Schreibstift eine harmonische Curve, welche man in 
dauernder Gestalt erhalten kann, wenn man den Schreibstift 
ein Stück berusstes Papier berühren lässt. In Fig. 2 sind die 
ausgezogenen Linien zwei harmonische Curven von derselben 

Fig • 2. 




Wellenlänge und Amplitude, aber mit verschiedenen Phasen; 
die punktirte Curve stellt ihre halbe Resultante dar, sie ist der 
Ort der Punkte, welche das Mittel zwischen denen sind, in 
denen die ersten Curven von irgend einer Ordinate getroffen 
werden. 

30. Wenn zwei harmonische Schwingungen von verschiede- 
nen Schwingungsdauern zusammen existiren, so ist: 



u 



z=z acosi e\ -\- a cos { — -, a \ 



Die Resultante kann hier nicht durch eine einfache harmo- 
nische Bewegung mit anderen Elementen dargestellt werden. 
Sind r und t' incommensurabel, so kehren die Werthe von u nie 
zurück; stehen dagegen r und t' in dem Verhältnisse von zwei 
ganzen Zahlen, so kehrt u zurück nach Verlauf einer Zeit, die 
fC^f/v^/tK^ gleich dem Ictaton gemeinschaftlichen Vielfachen von t und t' 

ist; die Schwingung ist aber nicht einfach harmonisch. Wenn 
z. B. ein Ton und seine Quinte zusammen ertönen, so kehrt 
/ dieselbe Schwingung nach einer Zeit zurück, welche das Dop- 
pelte der Schwingungsdauer des tiefern Tones ist. 

Ein Fall der Zusammensetzung von harmonischen Schwin- 
gungen mit verschiedenen Perioden ist noch besonderer Be- 
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sprechung werth; das ist der B'all, wo der Unterschied der 
Perioden klein ist. Wenn wir unsere Aufmerksamkeit nur 
auf den Verlauf der Dinge während eines Zeitraumes richten, 
der nur wenige Schwingungsdauern einschliesst, so sehen wir, • 
dass diese beiden Schwingungen beinahe dieselben sind, als 
wenn ihre Perioden absolut gleich wären ; in diesem Falle wür- 
den sie, wie wir gesehen haben, einer andern harmonischen 
Schwingung von derselben Schwingungsdaner äquivalent sein. 
Für die Zeit von wenigen Perioden ist daher die resultirende 
Bewegung annähernd einfach harmonisch; indessen wird die- 
selbe harmonische Bewegung jene nicht dauernd für eine lange 
Zeit darstellen. Die Schwingung, welche die kürzere Periode hat, 
eilt fortdauernd ihrer Begleiterin voraus, so dass dadurch der 
Unterschied der Phase, von welchem die Elemente der Resul- 
tante abhängen, geändert wird. Des einfacheren Ausdrucks 
halber wollen wir annehmen, dass die beiden Componenten gleiche 
Amplituden haben, und dass ihre Schwingungszahlen durch m 
und n dargestellt seien, wobei m — n klein ist, und dass bei den 
ersten Beobachtungen ihre Phasen übereinstimmen. In dem ersten 
Momente vereinigen sich also ihre Wirkungen, die Resultante 
hat eine Amplitude doppelt so gross wie die jeder Componente. 
Nach einer Zeit 1 : 2 (i» — n) wird indessen die Schwingung ^* Ä * ' ^ 
m im Vergleich zu der andern eine halbe Periode gewonnen 
haben; die beiden, welche sich jetzt in vollständigem Gegen- 
satze zu einander befinden, werden sich gegenseitig aufheben. 
Nach einem weitern Zeitraum von derselben Grösse wie der 
eben erwähnte hat m eine ganze Schwingung vollständig ge- 
wonnen und eine vollkommene Uebereinstimmung ist noch 
einmal wieder hergestellt. Die resultirende Bewegung ist da- 
her annähernd einfach harmonisch mit einer nicht constanten 
Amplitude, die aber nur von Null bis zu dem Doppelten von 
der ddr Componenten variirt; die Schwingungszahl dieser 
Aenderungen ist m — «. Wenn zwei Stimmgabeln mit den 
Schwingungszahlen 500 und 501 gleichmässig augeschlagen 
werden, so wird in jeder Secunde ein Zunehmen und Schwä- 
cherwerden des Klanges eintreten, welches dem Zusammen- 
fallen oder dem Gegensatze der Schwingungen jener entspricht. 
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Diese Erscheinung wird „Schwebungen" genannt. Wir wer- 
den hier die Frage, wie das Ohr sich gleichzeitigen Schwin- 
gungen gegenüber verhält, die nahezu gleiche Schwingungs- 
zahlen haben, nicht vollständig besprechen; es ist indessen 
klar, dass, wenn die Bewegung in der Nachbarschaft des Ohres 
meist für einen beträchtlichen Theil einer Secunde aufhört, 
der Schall abzunehmen scheinen muss. Aus Gründen, die später 
klar werden, werden Schwebungen am Besten gehört, wenn die 
interferirenden Schalle einfache Töne sind. Aufeinanderfolgende 
Klänge bei geschlossenem Principal der Orgel zeigen die Er- 
scheinung sehr gut, wenigstens in den unteren Theilen der 
Scala. Eine andauernde Interferenz zweier Klänge kann er- 
halten werden, wenn man zwei gedeckte Pfeifen von ähnlicher 
Construction und derselben Tonhöhe neben einander auf die- 
selbe Windlade setzt. Die Schwingungen der beiden Pfei- 
fen adaptiren sich einander bis zu einem vollständigen Gegen- 
satz, so dass man in einer kleinen Entfernung nichts mehr 
hören kann, ausser dem Einströmen des Windes. K^nn durch 
eine feste Zwischenwand zwischen den beiden Pfeifen der eine 
Klang ganz abgeschnitten werden, so wird der andere sofort 
wieder hergestellt. Das Gleichgewicht, von welchem das Ver- 
schwinden des Schalles abhängt, kann auch dadurch gestört 
werden, dass man das Ohr an eine Röhre bringt, deren ande- 
res Ende dicht an den Mund einer der Pfeifen anliegt. 

Mittelst der Schwebungen können zwei Klänge mit grosser 
Genauigkeit unisono abgestimmt werden. Die Aufgabe ist, 
die Anzahl der Schwebungen so klein wie möglich zu machen, 
da die Anzahl der Schwebungen in einer Secunde gleich dem 
Unterschied der Schwingungszahlen der Klänge ist. Unter 
günstigen Umständen können so geringe Schwebungen wie 
eine in 30 Secunden erkannt werden, und diese würden also 
anzeigen, dass der höhere Klang in einer Minute niA zwei 
Schwingungen vor dem tiefern gewinnt. Andererseits kann 
etwa gewünscht werden, den Unterschied in den Schwingungs- 
zahlen zweier nahezu im Einklänge stehenden Klänge zu wis- 
sen; dann ist nichts weiter nöthig, als die Anzahl der Schwe- 
bungen zu zähled. Man möge sich dabei aber erinnern, dass 
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der Unterschied in den Schwingnngszahlen nicht das Inter- 
vall zwischen den beiden Klängen giebt; dieses hängt nur 
von dem Verhältniss der Schwingungszahlen ab. Deshalb 
wird die Anzahl der von zwei nahezu im Einklang stehenden 
Klängen erzeugten Schwebungen verdoppelt, wenn beide 
Klänge genau um eine Octave höher genommen werden. 

Analytisch haben wir 

u = acos(27tnit — £) -|- a'€os(27tnt — 6% 
wobei m — n klein ist. 

Es kann nun C08(2ütnt — c') geschrieben werden: 
co8\27cmt — 2n(m — n)t — a'}, 
so dass wir haben: 

u ^= rco8{2nmt — %) 1)^ 

worin 

r2== o2 -f. a'2 -f 2aa'cös{23r(m — n)^ + 6' — £} . 2), 

und 

in^n 9. — fl^gg'^g + a'sin{2jt (m — n)t + b'} 

tang ^ — ^^^^^ ^ a'cos{2jt (m - n)t + «'} ' '^^• 

Die resultirende Schwingung kann daher als eine harmo- 
nische angesehen werden mit den Elementen r und '9', die nicht 
constant, sondern ein wenig veränderliche Functionen von der 
Zeit mit der Schwingungszahl (m — n) sind. Die Amplitude r 
hat ihr Maximum, wenn: 

cos {2 7t (m ^ n)t -\- s' — «} = -f- 1, 
und ihr Minimum, wenn 

cos {2 7t (m — n)t -{- s' — «} = — 1 ; 
die entsprechenden Werthe sind dann resp. a -\- a' und a — a\ 

31. Ein anderer Fall von grosser Wichtigkeit ist die Zu- 
sammensetzung von Schwingungen, die einem Tone und sei- 
nen harmonischen Obertönen entsprechen. Es ist bekannt, dass 
die allgemeinste einwerthige, endliche, periodische Function 
stets durch eine Reihe von einfachen harmonischen Functionen 

ausgedrückt werden kann: 

„*=a, /27tnt \ ,. 

M =i «0 + ^ <^n cos [•— f „J . . 1), 

ein Satz, der gewöhnlich als derFourier'sche bezeichnet wird. 
Analytische Beweise für denselben findet der Leser in Tod- 

Bayleigh, Theorie des Schalles. 3 
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hunter's Integral CalcalnßyinThomson's undTait's Theore- 
tischer Physik, übersetzt von Helmholtz und Werthheim 
(S. 57) etc. Eine Art von Beweis, der zum grössten Theil, 
wenn nicht ganz, auf eine Veranschauiichung hinausläuft, wird 
sich später auch in diesem Buche finden. Hier sind nur we- 
nige Bemerkungen nöthig. 

Fourier's Satz ist nicht von selbst evident. Nicht un- 
gewöhnlich ist eine unbestimmte Fassung desselben, nämlich 
die, dass die unendliche Anzahl willkürlicher Constanten in der 
Fourier'schen Reihe letztere nothwendiger Weise befähigt, 
eine beliebige periodische Function darzustellen. Dass dies 
ein Irrthum ist, liegt wegen des Umstandes schon auf der 
Hand, dass dasselbe Argument angewendet werden könnte, 
wenn ein Glied der Reihe vernachlässigt wird; in diesem Falle 
würde aber die Entwickelung im Allgemeinen nicht möglich sein. 

Ein anderer der Erwähnung werther Punkt ist der, dass 
einfache harmonische Functionen nicht die einzigen sind, nach 
denen man eine willkürlich gegebene Function in Reihen ent- 
wickeln kann. Anstatt des einfachen Gliedes : 



cos 
können wir nehmen: 
cos 



/2nnt \ 

{- — *«) 



/2nnt \ , 1 /ixnt \ 

[-r- - *-; + 2 ''' v~T- - *-;• 

das dadurch gebildet wird, dass wir ein ähnliches Glied von 
derselben Phase und der halben Amplitude , sowie der halben 
Periode hinzu addiren. Es ist klar, dass diese Glieder dasselbe 
leisten würden wie die früheren; denn: 

/27rnt \ l /2nnt \ , 1 /4.nt W 

''\— — 'V= 1'"^-^ — 'V+2'"^-i — 'VI 

1 f finnt \ , 1 /8nt Xi . 

+4 r[— — '^) + 2''' [— — '-)l 

— . • , , ad infin.y 
so dass jedes Glied in der Fourier'schen Reihe und daher 
auch die Summe der Reihe ausgedrückt werden kann durch 
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die doppelten der gerade aufgestellten Elementarglieder. Es 
wird an dieser Stelle hierauf hingewiesen, weil Leser, welche 
mit anderen Entwickelungen nicht vertraut sind, sonst meinen 
könnten, dass die einfachen harmonischen Functionen ihrer 
Natur nach allein dazu befähigt sind, die Elemente in der Ent- 
wickelung einer periodischen Function abzugeben. Der Grund 
von der hervorragenden Wichtigkeit der Fourier'schen Reihe 
für die Akustik ist der in dem vorhergehenden Capitel er- 
wähnte mechanische, welcher später noch vollständiger aus- 
einandergesetzt werden soll, der nämlich: dass i m Allgemeinen 
e infach harm opisfihft SftTiwingnngfin diP. fting:i ge Art. von Schwin - 
g ungen si nd^^w elche durch ein Rf^ hwiTip^ endes System for t- 
gep flanzt werden, ohne eine Zerlegungf zu erleid en. 

32. Ebenso wie in anderen Fällen ähnlicher Art, z. B. 
bei der Taylor'schen Entwdckelung, können, wenn die Mög- 
lichkeit der Entwickelung bekannt ist, auch hier die Coefficien- 
ten durch einen verhältnissmässig einfachen Process bestimmt 
werden. Wir können die Gleichung (1) aus §.31 auch schreiben : 

w = ^o+>, AnCos—- h>j BnSin—-—. (1). 

üjf u- r • ' r. 2n7tt . 2njtt . 

Multipliciren wir mit cos oder stn , und mte- 

t t 

griren über eine vollständige Periode von ^ = bis ^ = r, 
so finden wir; 

. - / 2njtt 
A» =• — / wcos dt 



-M 





r 



2 r . 2n7tt ., 
Bn =^ — I usm dt 







(2). 



Eine unmittelbare Integration giebt: 

T 
1 i 

^'- r 



welches zeigt, dass ^o der Mittelwerth von u während der 

Dauer der Periode ist. 

3* 



T 

= ^ Cudt (3), 
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Der Grad der Convergenz in der Entwickelung von u 
hängt im Allgemeinen ab von der Continuität der Function 
und ihrer Differentialquotienten. Die durch immer weitere 
Differentiationen von Gleichung (1) gebildeten Reihen conver- 
giren immer weniger rasch, bleiben indess noch convergent 
und stellen arithmetisch die Differentialquotienten von u dar, 
so lange wie diese letzteren überall endlich sind. Wenn daher 
alle Differentialquotienten bis zum mten inclusive keine un- 
endlichen Werthe besitzen, dann ist die Reihenentwickelung 
für u convergenter wie eine Reihe mit den Coefficienten: 

1 i 1 1 

(Thomson und Tait, §. 77.) 

33. Eine andere zusammengesetzte Classe von Schwin- 
gungen, die Interesse haben wegen der Leichtigkeit, mit wel- 
cher sie sich auf optischem Wege beobachten lassen, er- 
folgen in dem Falle, dass zwei harmonische Schwingungen, 
welche dasselbe Theilchen ergreifen, in zwei senkrecht zu 
einander stehenden Richtungen ausgeführt werden, beson- 
ders wenn die Perioden nicht allein commensurabel, sondern 
in dem Verhältnisse von zwei kleinen ganzen Zahlen zu ein- 
ander stehen. Die Bewegung ist dann vollkommen periodisch 
mit einer Periode, welche nicht viel grösser wie die der Com- 
ponenten ist; die beschriebene Curve ist eine in sich zurück- 
kehrende. Sind u und v die Coordinaten, so können wir setzen : 
u = acos(27tnt — e\ v z= h cos 2 nnU . . 1). 

Zunächst wollen wir annehmen: die Perioden seien ein- 
ander gleich, so dass w' = n. Die Elimination von t giebt 
für die Gleichung der beschriebenen Curve : 

-5 + ^:7: — 2-- C0S6 — sin2£ = . ... 2); 
a^ ^ h^ ab ^* 

dieselbe stellt im Allgemeinen eine Ellipse dar, deren Lage 

und Dimensionen von den Amplituden der ursprünglichen 

Schwingungen und von dem Phasenunterschied der letzteren 

abhängen. Unterscheiden sich die Phasen um eine viertel 

Periode, so ist cosb = 0; die Gleichung wird dann: 
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^« + P — 1- 

Es fallen dann die Axen der Ellipse mit den Goordinatenaxen 
zusammen. Wenn weiter die beiden Componenten noch gleiche 
Amplituden haben, dann geht die Curve in einen Kreis über: 

«3 -f v» = a\ 

der mit gleichförmiger Geschwindigkeit beschrieben wird. Die- 
ses Beispiel zeigt, wie eine gleichförmige Kreisbewegung in 
zwei geradlinige harmonische Bewegungen zerlegt werden kann, 
die auf einander senkrecht stehen. 

Stimmen die Phasen der Bewegung überein, so ist 6 = 
und die Ellipse geht in die zusammenfallenden geraden Linien 
über: 

oder, wenn die Phasendifferenz gleich einer halben Periode ist, in : 



(i + 1)' - «• 



Wenn das Unisono von zwei Schwingungen ganz genau 
ist, so bleibt die elliptische Bahn vollkommen stetig; in der 
Praxis wird es aber stets eintreten, dass eine kleine Differenz 
zwischen den Perioden herrscht. Die Folge davon ist, dass, 
wenn auch eine bestimmte Ellipse die beschriebene Gurve für 
wenige Perioden mit hinreichender Genauigkeit darstellt, diese 
Ellipse sich schrittweise ändert entsprechend der Grössen- 
änderung von s. Daher ist es von grossem Interesse, das 
System der durch 2) dargestellten Ellipsen zu betrachten, 
wenn a und h constant, s dagegen veränderlich ist. 

Da die äussersten Werthe von u und v resp. i a und + h 
sind, so bleibt die Ellipse unter allen Umständen dem Rechteck 
eingeschrieben, dessen Seiten sind 2a und 2 6. Gehen wir 
von dem Punkte aus, wo die Phasen übereinstimmen, oder 
fi = 0, so haben wir eine Ellipse, welche mit der Diagonale 

UV 1 

— = zusammenfallt. Wächst s von bis rr n. so öff- 

a 2 

net sich die Ellipse, bis ihre Gleichung wird: 
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U 



2 



V^ 



-- -4- — = 1 

Von diesem Punkte an zieht . sie sich wieder zusammen, 
bis sie schliesslich mit der andern Diagonale 1- — = zu- 
sammenfallt, welche dem Anwachsen von 6 von ^ ;r bis jr ent- 
spricht. Hierauf, wenn s von st zu 2üt übergeht, nimmt die 
Ellipse nach einander die frühere Gestalt und Lage wieder an, 
bis sie schliesslich wieder mit der ersten Diagonale zusammen- 
fällt. Die Aufeinanderfolge der Aenderungen ist in Fig. 3 
dargestellt. Die Ellipse , welche ja schon vier gegebene Tan- 

Fig. 3. 








genten hat, ist vollständig bestimmt durch ihren Berührungs- 
punkt P (Fig. 4) mit der Linie v = h 

Fig. 4. 
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Um die Beziehung dieses Punktes zu s zu finden, ist es 
nur nöthig, zu beachten, dass, wenn t? = t, co82ant = 1 ist 
und deshalb u = acos «. Wenn nun die elliptische Bahn das 
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Resultat der Uebereinanderlagernng zweier harmonisohen 
Schwingungen von nahezu zusammenfallender Höhe ist, so 
ändert sich s gleichförmig mit der Zeit, so dass P selbst eine 
harmonische Schwingung längs A A! ausfuhrt mit einer Schwin- 
gungszahl, welche gleich der Differenz der beiden gegebenen 
Schwingungszahlen ist. 

34. Lissajous^) hat gezeigt, dass dieses System von 
Ellipsen angesehen werden kann als die veinschiedenen Bilder 
ein und derselben auf einem durchsichtigen Cylinder beschriebe- 
nen Ellipse. In Fig. 5 stellt AA' B!B den Cylinder dar; AB' 
ist ein ebener Schnitt desselben. Von einer unendlich grossen 
Entfernung aus in der Richtung der an die ebenen Schnitte 
in A gemeinsamen Tangente in A gesehen, erscheint der Cylin- 
der als Rechteck projicirt und die Ellipse als dessen Diago- 
nale. Nehmen wir jetzt an, der Cylinder würde mit der obi- 
gen Schnittebene um seine Axe gedreht. Seine eigene Pro- 
jection bleibt ein constantes Rechteck, dem die Projection 
der Ellipse eingeschrieben ist. 

Pig. 5. Fig. 6. 




Z X 





Fig* ö giebt die Stellung des Cylinders an nach einer 
Drehung um einen rechten Winkel. Es ergiebt sich hieraus, 
dass wir durch vollständige Umdrehung des Cylinders nach 
einander alle die Ellipsen erhalten, welche den Bahnen ent- 
sprechen, die von einem Punkte, der zwei harmonische Schwin- 
gungen von gleicher Periode und festen Amplituden ausfuhrt, 
beschrieben werden. Ueberdies erhalten wir, wenn der Cylin- 



^) Annales de Chimie (3), LI, 147. 
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der continuirlich mit gleichförmiger Geschwindigkeit umge- 
dreht wird, was eine harmonische Bewegung von P sichert, 
eine vollständige Darstellung der verschiedenen Bahnen, welche 
von dem Punkte P beschrieben werden, wenn die Perioden der 
zwei Gomponenten wenig von einander abweichen; jede voll- 
ständige Umdrehung entspricht dabei dem Gewinne oder Ver- 
luste einer einzelnen Schwingung^). Die Umdrehungen des 
Cylinders sind daher synchron mit den Schwebungen , welche 
sich aus der Zusammensetzung der beiden Schwingungen er- 
geben würden, wenn diese in derselben Richtung vor sich 
gingen. 

35. Schwingungen von der eben besprochenen Art lassen 
sich experimentell sehr leicht herstellen. Eine schwere Pendel- 
kugel, welche mittelst eines langen Drahtes oder Fadens an 
einem festen Punkte hängt, beschreibt unter der Wirkung der 
Schwerkraft Ellipsen, welche in einzelnen Fällen, nach den 
Umständen der Projection, in gerade Linien oder Kreise über- 
gehen können. Um aber diese Ellipsenbahnen zu sehen, ist 
es noth wendig, dass dieselben so rasch durchlaufen werden, 
dass der von dem sich bewegenden Punkte in irgend einem 
Momente seiner Bahn auf die Retina gemachte Eindruck keine 
Zeit hat, vollständig zu vergehen, ehe der zurückkommende 
Punkt wieder von Neuem seine Einwirkung erneuert Diese 
Bedingung wird erfüllt durch ein versilbertes Ejiöpfchen 
(das durch Reflexion einen leuchtenden Punkt giebt), welches 
an einem geraden metallischen Draht befestigt wird (etwa einer 
Nähnadel), der mit dem untern Ende in einen Schraubstock 
eingespannt ist. Wenn der Draht in Bewegung gesetzt 
wird, so beschreibt der leuchtende Punkt Ellipsen, welche als 
feine Lichtlinien sichtbar werden. Diese Ellipsen würden sich 
allmälig in ihren Dimensionen unter dem Einflüsse der Rei- 
bung zusammenziehen, bis sie schliesslich in einen festen 
leuchtenden Punkt übergegangen sind, ohne dabei irgend 



^) Unter Schwingung^ wird in diesem Buche stets ein vollstän 
diger Cyclus von Veränderungen verstanden. 
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Ist ß = oder = «, so haben wir: 



«•=¥(' ±^> 



Diese Gleichung stellt Parabeln dar^ Fig. 7 (a. v. S.) 
zeigt die verschiedenen Curven für die Intervalle der Octave, 
Duodezime und Quinte. 

Auf alle diese Systeme ist Lissajous' Methode der Dar- 
stellung auf einem durchsichtigen Cy linder anwendbar; wenn 
das Verhältniss der Phasen geändert wird entweder durch die 
verschiedenen Umstände der Projection in verschiedenen Fäl- 
len oder continuirlich wegen einer geringen Abweichung von 
der Genauigkeit in dem Periodenverhältniss, dann scheint der 
Cylinder sich zu drehen, so dass er dem Auge verschiedene 
Bilder derselben auf seiner Oberfläche gezogenen Linie bietet. 

37. Es ist nicht schwer, ein schwingendes System so an- 
zuordnen, dass die Bewegung eines Punktes aus zwei harmoni- 
schen Schwingungen , welche in senkrecht zu einander stehen- 
den Ebenen vor sich gehen, besteht, wobei die Perioden ein 
beliebiges Torgezeichnetes Verhältniss haben. Die einfachste 

Vorrichtung ist die als 
Blackburn's Pendel 
bekannte. Ein Draht 
AGB wird an zwei 
festen Punkten A und B 
desselben Hebels befe- 
stigt. Die Kugel P ist 
im Mittelpunkte dieses 
Drahtes vermittelst 
eines zweiten Drahtes 
CP befestigt. Für 
Schwingungen in der 
Ebene der Zeichnung 
ist der Aufhängepunkt 
wesentlich C, voraus- 
gesetzt, dass die Drähte 




öp 
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genügend gestreckt sind; bei einer Bewegung senkrecht zu 
dieser Ebene dreht sich die Kugel um D, indem sie den Draht 
AGB mit sich zieht. Die Schwingungsperioden in den Haupt- 
ebenen stehen in dem Verhältniss der Quadratwurzeln von 
CP und DP. Wenn daher 2) C = 3 CP, so beschreibt die 
Kugel die Linien der Octave. Um die Aufeinanderfolge der 
Curven zu erhalten, welche dem angenäherten Einklänge ent- 
sprechen, muss ACB 80 nahezu gerade gespannt sein, dass 
CD verhältnissmässig klein ist. 

38. Eine andere Vorrichtung — das Ki,leidophon ge- 
nannt — wurde ursprünglich von Wheatstone erfanden. Ein 
gerader dünner Stahlstab, der an seinem obern Ende ein Kügel- 
chen trägt, ist mit seinem untern Ende auf die Weise, wie es 
in dem vorigen Paragraphen erklärt worden, in einen Schraub- 
stock eingespannt. Ist der Querschnitt des Stabes quadratisch 
oder ein Kreis, so ist die Schwingungsperiode unabhängig von 
der Ebene, in welcher die Schwingung vor sich geht. Wir 
wollen aber annehmen, dass der Querschnitt des Stabes ein 
Rechteck mit ungleichen Seiten ist Die Steifheit des Stabes 
— d. i. die Kraft, mit welcher sich derselbe einer Biegung 
widersetzt, — ist dann in der Ebene von grösserer Dicke 
grösser; die Schwingungen in dieser Ebene haben daher die 
kürzere Periode. Durch eine zweckmässige Wahl für die Dicken 
können die Perioden der beiden componirenden Schwingun- 
gen in jedes beliebige, verlangte Verhältniss gebracht und die 
resultirende Curve gezeigt werden. 

Das Mangelhafte an dieser Vorrichtung ist das, dass der- 
selbe Stab nur eine Art von Figuren giebt. Um diesem Uebel- 
stande zu begegnen, ist folgende Modification erdacht. Ein 
Stahlstreifen wird genommen, dessen rechtwinkliger Querschnitt 
sehr länglich ist, so dass für die Biegung in der einen Ebene 
die Steifheit so gross wird, dass der Streifen für Biegungen- in 
dieser Ebene als starr anzusehen ist. Der Stab wird dann in 
zwei Theile getheilt und darauf werden die durchgebrochenen 
Enden wieder zusammengesetzt in der Weise, dass die beiden 
Stücke gegen einander um einen rechten Winkel gedreht sind. 
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Die Ebene, welche den kleinsten Durchmesser des einen ent- 
hält, enthält also den grössten Durchmesser des anderen Stückes. 
Wenn nun der so zusammengesetzte Stab in einen Schraub- 
stock eingespannt wird an einem Punkte unterhalb der Yer- 
bindungstelle der beiden Stücke, so ist die Periode der Schwin- 
gung in der einen Richtung, welche fast allein von der Länge 
des oberen Theiles abhängt, nahezu constant; die in der zwei- 
ten Richtung kann dagegen verändert werden, indem man den 
Punkt verschiebt, an welchem das untere Ende eingeklemmt ist. 

39. Bei dieser Anordnung vollfuhrt der leuchtende Punkt 
selbst die Schwingungen, welche beobachtet werden sollen; 
bei Lissajous' Versuchsform bleibt der Lichtpunkt selbst wirk- 
lich fest, während sein Bild durch zwei aufeinander folgende 
Reflexionen an zwei schwingenden Spiegeln in eine sichtbare 
Bewegung versetzt wird. Ein kleines Loch in einem nahe an 
die Flamme einer Lampe gesetzten dunklen Schirm giebt einen 
Lichtpunkt, welcher nach Reflexion an den Spiegeln durch ein 
Fernrohr beobachtet wird. Die Spiegelj^ gewöhnlich von polir- 
tem Stahl, sind an die Zinken von starken Stimmgabeln be- 
festigt. Das Ganze wird dann so aufgestellt, dass der leuch- 
tende Punkt, wenn die Stimmgabeln in Schwingung versetzt 
sind, harmonische Bewegungen in senkrecht auf einander 
stehenden Richtungen zu beschreiben scheint, welche von den 
Winkelbewegungen der reflectirenden Flächen herrühren. Die 
Amplituden und Perioden dieser harmonischen Bewegungen 
hängen von denen der entsprechenden Gabeln ab und können 
der Art abgeglichen werden, dass sie jede der mit dem Ka- 
leidophon möglichen Figuren und zwar viel brillanter geben. 
Durch eine ähnliche Anordnung ist es möglich, die Figuren 
auf einen Schirm zu werfen. In jedem dieser Fälle ziehen sich 
dieselben allmälig zusammen in dem Maasse, wie die Schwin- 
gungen der Gabel verschwinden. 

40. Die in diesem Capitel entwickelten Principien haben 
eine wichtige Anwendung bei der Untersuchung einer gerad- 
linigen periodischen Bewegung gefunden. Wenn ein Punkt, 
etwa ein Theilchen einer tönenden Saite, mit solch einer Pe- 
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riode schwingt, dass der dadurch hervorgerufene Klang inner- 
halb der Grenzen des Gehörs liegt, so ist seine Bewegung viel 
zu rasch, als dass wir ihr mit dem Auge folgen könnten. Es 
mußs demnach , wenn es erforderlich ist, die Art der Schwin- 
gung zu kennen, irgend eine indireote Methode angewandt 
werden. Die einfachste hiervon ist theoretisch die :^ die zu 
untersuchende Schwingung mit einer gleichförmigen Verschie- 
bungsbewegung in einer zur Schwingung senkrechten Rich- 
tung zu verbinden, wie das geschieht, wenn eine Stimmgabel 
eine harmonische Bewegung auf berusstem Papier aufzeichnet. 
Anstatt den schwingenden Körper selbst fortzubewegen, kön- 
nen wir uns eines rotirenden Spiegels bedienen, der uns ein 
in Bewegung begriffenes Bild liefert Auf diese Weise erhalten 
wir eine Darstellung der charakteristischen Function der Schwin- 
gung, bei welcher die Abscissen proportional der Zeit sind. 

Oft aber wird durch irgend einen Umstand die Anwen- 
dung dieser Methode schwierig oder unzweckmässig. In sol- 
chen Fällen können wir an Stelle der gleichförmigen Bewegung 
eine harmonische Schwingung in derselben Richtung von 
zweckmässiger Periode nehmen. Um uns an ein bestimmtes 
Beispiel zu halten^ wollen wir annehmen, dass der Punkt, des- 
sen Bewegung wir zu untersuchen wünschen, in verticaler 
Ebene mit einer Periode r schwingt; wir wollen dann den 
Effect der Verbindung dieser Bewegung mit einer horizontalen 
harmonischen Bewegung untersuchen, deren Periode irgend 
ein Vielfaches von r, etwa wr, ist. Auf einem rechtwinkligen 
Stück Papier ziehen wir die die verticale Bewegung darstel- 
lende Curve, indem wir die Axen derselben^ ^en R ändern des "U^^fi^/^uC 
Papieresund weiter die Abscissen proportional der Zeit setzen; 
dabei wählen wir die Scala, nach welcher die Curve gezeich- 
net ist, so, dass das Papier gerade n Wiederholungen oder 
Wellen enthält. Schliesslich wird das Papier in Gestalt eines 
Cylinders, auf dem sich dann eine in sich zurücklaufende Curve 
befindet, rund gebogen. Ein Punkt, welcher diese Curve in 
solcher Weise beschreibt, dass er sich gleichmässig um die Axe 
des Cylinders dreht, wird aus der Entfernung gesehen die gege- 
bene verticale Bewegung von der Periode r, mit einer hori250ii- 
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talen harmonischen Bewegung von der Periode nt verbinden. 
Umgekehrt muss man sich also, wenn man die Curve, welche die 
verticalen Schwingungen darstellt, erhalten will, den Cy linder, 
welcher die sichtbare Bahn erhält, längs einer seiner erzeugen- ) 
den Linien getheilt und in eine Ebene abgerollt denken. Ist 
der Au^leich der Perioden nicht ganz genau", so macht es 
weniger Schwierigkeit, den Cylinder und die Lage der Curve 
auf ihm zu verstehen ; denn dann scheint der Cylinder sich zu 
drehen, und Bewegungen in entgegengesetztem Sinne dienen 
dazu, die Theile der Curve zu unterscheiden, welche auf der 
näheren und entfernteren Fläche des Cylinders liegen. 

41. Die harmonische Hülfsbewegung wird allgemein 
optisch erhalten durch ein von Lissajous erfundenes Instru- 
ment, das Vibrationsmikroskop genannt. Eine Zinke einer 
grossen Stimmgabel trägt eine Linse, deren Axe senkrecht zu 
der Richtung der Schwingungen ist. Diese Linse kann ent- 
weder allein für sich oder als das Objectiv eines zusammen- 
gesetzten Mikroskops gebraucht werden, das durch Hinzu- 
fägung eines unabhängig von jener befestigten Oculars gebil- 
det wird. In beiden Fällen wird ein fester, durch diese Linsen 
beobachteter Punkt in eine scheinbare harmonische Bewegung 
ausgezogen längs einer parallel zu den Schwingungen der 
Gabel gehenden Linie. 

Das Vibrationsmikroskop kann dazu benutzt werden, die 
Strenge und Allgemeinheit des Gesetzes zu beweisen, wel- 
ches Höhe und Periode verbindet. Man findet so, dass 
jeder Punkt eines schwingenden Körpers, welcher einen reinen 
musikalischen Klang giebt, eine in sich zurückkehrende Curve 
zu beschreiben scheint, wenn er mit einem Vibrationsmikroskop 
untersucht wird, dessen Tonhöhe im genauen Einklang mit der 
Tonhöhe dieses schwingenden Körpers ist. Auf dieselbe 
Weise kann die Richtigkeit der den consonirenden Intervallen 
entsprechenden Verhältnisse nachgewiesen werden; jedoch ist 
zu dem letztem Zwecke eine vollkommenere akustische Me- 
thode, welche in einem der späteren Capitel beschrieben wird, 
vorzuziehen. 
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42. Eine andere Methode, die Bewegung eines Bchwin- 
genden Körpers zu untersuchen , beruht auf der Anwendung 
von intermittirender Beleuchtung. Nehmen wir z. B. an, dass 
mittelst eines zweckmässigen Apparates in regelixiässigen Inter- 
vallen t eine Reihe von elektrischen Funken erhalten wird. 
Ein schwingender Körper, dessen Periode ebenfalls r ist, 
muss im Lichte der Funken untersucht in Ruhe erscheinen, 
weil er nur in einer Lage gesehen werden kann. Wenn in- 
dessen seine Schwingungsdauer auch um noch so wenig von x 
abweicht, so ändern sich die beleuchtetei^ Lagen; der Körper 
scheint langsam zu schwingen mit einer Schwingungszahl, 
welche die Differenz von der der Funken und der des Körpers 
ist. Die Art der Schwingung vermag man dann mit Leich- 
tigkeit zu beobachten. 

Die Reihe der Funken kann durch einen Inductionsappa- 
rat erhalten werden, dessen primäre Rolle periodisch durch 
eine schwingende Gabel oder durch einen andern Unterbrecher 
von hinreichender Genauigkeit unterbrochen wird. Eine bes- 
sere Wirkung erhält man aber durch Sonnenlicht, das^inter- 
mittirend gemacht wird mittelst einer Stimmgabel, deren Zin- 
ken zwei kleine, nahe an einander befindliche Metallplatten 
parallel der Ebene der Schwingungen tragen. In jeder Platte 
ist parallel den Zinken der Gabel ein Schlitz so angebracht, 
dass das Licht frei durch beide Schlitze hindurch kann, wenn 
die Gabel sich in Ruhe befindet oder gerade durch den Mittel- 
punkt der Schwingungen hindurchgeht Durch die so gebil- 
dete Oeffnung hindurch wird ein Strahl von Sonnenlicht mittelst 
einer Brennlinse concentrirt, und dann das zu untersuchende 
Object in den Kegel der auf der andern Seite divergiren- 
den Strahlen gebracht^). Wird nun die Gabel durch eine 
elektro-magnetische Vorrichtung in Schwingungen versetzt, so 
wird die Beleuchtung abgeschnitten, mit Ausnahme der Mo- 
mente, wo die Gabel wirklich oder nahezu durch ihre Gleich- 
gewichtslage hindurchgeht. Die nach dieser Methode erhalte- 
nen Lichtblitze sind nicht so momentan, wie elektrische Fun- 



1) Töpler, Phil. Mag., Jan. 1867. 
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ken (namentlich wenn eine Leydener Flasche mit der secun- 
dären Rolle verbanden ist), indess ist in vielen Fällen die 
Regelmässigkeit eine vollkommenere. Es muss aber sorgfaltig 
darauf geachtet werden, dass fremdes Licht so viel wie mög- 
lich abgeschlossen wird; die Wirkung ist dann sehr über- 
raschend. 

Ein ähnliches Resultat erhält man, wenn man durch eine 
Reihe von Löcher, die in einem Kreise auf einer sich umdre- 
henden Scheibe angebracht sind, nach dem schwingenden Kör- 
per sieht. Verschiedene Löcherreihen können auf derselben 
Scheibe angebracht werden, indess ist die Beobachtung ohne 
einige Fürsorge für die Sicherung einer gleichmässigen Rota- 
tion nicht genau. 

Ausser in Bezug auf die Schärfe der Definition ist sonst 
das Resultat dasselbe, wenn die Periode des Lichtes irgend 
ein Vielfaches von der des schwingenden Körpers ist Aul 
diesen Punkt ist wohl zij achten, wenn die rotirende Scheibe 
gebraucht werden soll, um eine unbekannte Schwingungszahl 
des schwingenden Körpers zu bestimmen. 

Ist die Schwingungszahl des unterbrochenen Lichtes ein 
genaues Vielfache von der der Schwingung, so wird das Object 
ohne scheinbare Bewegung gesehen, im Allgemeinen indess in 
mehr wie einer Lage. Manchmal ist eine solche Zustands- 
bedingung von Vortheil. 

Aehnliche Wirkungen treten auf, wenn die Schwingungs- 
zahlen der Schwingungen und der Lichtblitze in dem Verhältniss 
von zwei kleinen Zahlen zu einander stehen. Wenn z. B.die 
Anzahl der Schwingungen in einer bestimmten Zeit halb so 
gross wie die Anzahl der Lichtblitze ist, so wird der Körper 
feststehend, aber im Allgemeinen doppelt erscheinen. 



Drittes Capitel. 

Systeme, welche einen Grad von Freiheit besitzen. 

43 (195)1). Die materiellen Systeme, mit deren Schwin- 
gungen die Akustik zu thun hat, sind gewöhnlich in hohem 
Grade complicirt und können sehr verschiedene Arten von 
Schwingungen machen, die entweder alle oder nur zum Theil 
in jedem beliebigen Moment auch zusammen bestehen können. 
In der That ist bei einigen der wichtigsten musikalischen Instru- 
mente, wie bei den Saiten und den Orgelpfeifen, die Anzahl der 
von einander unabhängigen Schwingungsarten theoretisch un- 
endlich gross ; eine nähere Betrachtung einiger derselben ist für 
die meisten praktischen Fragen, welche die Natur der conso- 
nirenden Accorde betreffen, nothwendig. Oft indessen treten 
von selbst Fälle auf, bei denen eine Art von Schwingungen 
von vorwiegender Bedeutung ist; selbst wenn dies nicht der Fall 
wäre , würde es sich doch empfehlen , die Betrachtung des all- 
gemeinen Problems mit diesem einfachsten Fall zu beginnen 
— das ist der Fall, wenn das System einen Grad von Freiheit 
hat. Es ist hierbei nicht nöthig anzunehmen, dass die unten 
näher betrachtete Schwingungsart die einzig mögliche ist, weil. 



1) Die eingeklammerten Zahlen geben die Paragraphen der Theo- 
retischen Physik von Thomson und Tait an, in welchen der Leser 
das in den beistehenden Paragraphen dieses Buches Behandelte aus- 
ftihrlicher findet. 

Bayleigh, Theorie des Schalles. ^ 
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SO lange SchwiDgungen anderer Art nicht eintreten, deren 
blosse Möglichkeit unter anderen Umstanden von keinem Be- 
lang ist. 

44 (213 und 273). Die Bedingung für ein System, wel- 
ches einen Grad von Freiheit besitast, wird bestimmt durch den 
Werth einer einzelnen Coordinate w, deren Anfangswerth 
man der Gleichgewichtslage entsprechen lassen kann. Die 
kinetische und potentielle Energie des Systems sind für irgend 
eine bestimmte Lage proportional resp. ü^ und f«^: 

;. ^.jr^iif^^"^ T = -^mü^i),V=:^(iu^^ (1); 

hier sind m und fi im Allgemeinen Functionen von u. Be- 
schränken wir uns indess auf die Betrachtung von Lagen, 
welche sich in der unmittelbaren Nachbarschaft der 
dem Gleichgewicht entsprechenden Lage befinden, 
so ist u eine kleine Grösse, und fn und ft sind dann merklich 
constant. Von dieser Voraussetzung aus wollen wir nun wei- 
tergehen. Sind keine Kräfte vorhanden, weder solche, die von 
innerer Reibung oder Viscosität herrühren, noch solche, die 
von aussen auf das System einwirken, so bleibt die ganze 
Energie constant. Demnach: 

T + V= Const. 

Setzen wir für T und V ihre Werthe und differentiren 
die Gleichung nach der Zeit, so erhalten wir die Bewegungs- 
gleichung : 

mü-j- (Au = (2), 

deren vollständiges Integral ist: 

u = acos(nt — a) (3), 

^ wenn n^ = f* : ^; es stellt dieses Integral also eine harmo- 
nische Schwingung dar. Wir werden sehen, dass die Periode 



^) Verfasser bezeichnet die einzelnen Pifferentialquotienten durch 
Pankte über dem Artrument : also m = -r- ; ü = -— s- etc. 
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allein von der Natur des Systemes abhängt, während die Am- 
plitude und Phase durch verschiedene Umstände bedingt wer- 
^ den. Wenn die Differentialgleichung genau wäre, d. h. wenn 
/|^ T genau proportional ^!r und V ebenso genau proportional t*^ 

wäre , so würden ohne eine Einschränkung die Schwingungen 
des Systems um die Gleichgewichtslage des letzteren genau 
harmonische sein. Indess ist in der Mehrzahl der Fälle diese 
Proportionalität nur angenähert, da sie auf der Annahme beruht, 
dass die Verschiebung u stets klein ist — wie klein, das hängt 
von der Natur des einzelnen Systems und dem Grade der ge- 
wünschten Annäherung ab. Selbstverständlich müssen wir 
vorsichtig genug sein, die Anwendung des Integrals nicht über 
die Grenzen der Gültigkeit desselben hinaus zu treiben. 

Wenn nun auch das Princip, dass die Schwingungen eines 
Systems um eine Gleichgewichtslage eine Periode haben, die 
nur von der Structur des Systems und nicht von den einzel- 
nen Umständen abhängt, nur innerhalb gewisser Grenzen auf- 
gestellt werden kann, so ist dasselbe doch von ausserordent- 
licher Wichtigkeit, sowohl vom theoretischen Gesichtspunkte 
aus, als auch vom praktischen. Wäre die Höhe und Stärke 
eines von einem mußikalischen Instrumente gegebenen Klan- 
ges nicht innerhalb weiter Grenzen in dieser Weise unabhän- 
gig von den sonstigen Umständen, so müsste die Art des Vor- 
trags auf vielen Instrumenten, wie auf der Violine und dem 
Klaviere, vollständig umgestossen werden. 
Die Schwingungsdauer oder Periode ist: 






w. 



Eine Zunahme von m oder eine Abnahme von fi verlän- 
gert daher die Dauer einer Schwingung. Verallgemeinem 
wir die bei einem materiellen Theilchen, das durch Federkraft 
nach einer Gleichgewichtslage getrieben wird, gebrauchte 
Ausdrucksweise, so können wir m die Trägheit des System s 
un d II die Kraft der äquivalenten Federkraft nennen. Es ver- 
grössert also eine Vermehrung der Masse oder eine Abspan- 
nung der Feder die Schwingungsdauer. Mit Hülfe dieses 
Princips können wir manchmal Grenzen iur den Werth einer 

4* 
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Periode erhalten, welche genau gar nicht oder wenigstens 
nicht leicht berechnet werden kann. 

45. Die Abwesenheit aller Reibungskräfte ist indess nur 
ein idealer Fall, welcher nur angenähert in der Praxis erfüllt 
wird. Die ursprüngliche Energie einer Schwingung wird stets 
früher oder später zerstreut durch Umsetzung in Wärme* Es ist 
aber ausserdem noch eine andere Verlustquelle vorhanden, welche, 
wenn sie auch im eigentlichen Sinne nicht dissipativ ist, d. 1. 
die Energie nicht zerstreut, doch Wirkungen fast derselben 
Art hervorruft. Nehmen wir eine im luftleeren Räume schwin- 
gende Stimmgabel. Die innere Reibung wird allmälig die 
Bewegung verlangsamen , die urspi*üngliche Energie wird in 
Wanne umgesetzt sein. Wir wollen nun die Stimmgabel in 
einen offenen Raum bringen. Genau genoninien bilden dann 
die Gabel und die umgebende Luft ein einziges System, dessen 
Theile nicht getrennt behandelt werden können.. Versuchen 
wir indess eine genaue Lösung für ein so complicirtes Problem, 
so werden wir bald durch mathematische Schwierigkeiten auf- 
gehalten, so dass in jedem Falle nur eine angenäherte Lö- 
sung zu wünschen übrig bleibt. Die Einwirkung der Luft 
während weniger Schwingungen ist ganz unbedeutend, sie wird 
erst von Einfluss durch Summirung der einzelnen Einwirkun- 
gen. Wir werden daher ihren Einfluss anzusehen haben als 
eine Störung der Bewegung, welche im Vacuum stattfinden 
würde. Diese störende Kraft ist periodisch (mit derselben 
Annäherung, wie es die Schwingungen sind) und kann in 
zwei Theile getheilt werden , von denen der eine proportional 
der Beschleunigung, der andere proportional der Geschwindig- 
keit ist. Der erstere giebt dieselbe Wirkung, als wenn die 
schwingende Masse der Gabel geändert würde , wir baben mit 
ihm augenblicklich nichts mehr zu thun. Der letztere ist eine 
Kraft, welche arithmetisch der Geschwindigkeit proportional 
ist und stets in einer der Bewegung entgegengesetzten Rich- 
tung wirkt ; er wird daher Wirkungen hervorbringen von dem- 
selben Charakter, wie die durch die Reibung bewirkten. In vie- 
len ähnlichen Fällen kann der Verlust an Bewegung durch 
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Mittheilung ebenfalls von demselben Gesichtspunicte aus be- 
handelt werden,' wie der durch die eigentliche Zerstreuung 
hervorgebrachte, und wird demnach in der Differentialgleichung 
mit einem für akustische Zwecke genügenden Grad von An- 
näherung durch ein der Geschwindigkeit proportionales Glied 
dargestellt. Daher ist: 

Ä -f- J^w + n2tt = (1) 

die Schwingungsgleichung für ein System mit einem Grad von 
Freiheit, das aber reibenden Kräften unterworfen ist. Die 
Lösung dieser Gleichung ist: 



u = Äe ''^**' cos 



j|/„»_^x».<-«j. . (2). 



Wenn die Reibung so gross ist, dass jX*!>w', so ändert 

sich die Form der Lösung; letztere entspricht dann nicht mehr 
einer oscillatorischen Bewegung. Indess ist bei allen akusti- 
schen Anwendungen x eine kleine Grösse. Unter solchen 
Umständen kann Gleichung (2) als Ausdruck einer harmoni- 
schen Bewegung angesehen werden, deren Amplitude nicht 
constant ist, sondern für gleiche Zeitenräume in geometri- 
scher Reihe abnimmt. Die Differenz der Logfirithmen von 
den auf einander folgenden grössten Ausschlägen ist nahezu 
constant; sie wird das Logarithmische Decrement ge- 
nannt Ausgedrückt wird dieselbe durch jxr, wenn r die 
Schwingungsdauer ist. 

Die Schwingungszahl, welche von n^ — — x^ abhängt, 

enthält bloss die zweite Potenz von x, so dass in der ersten 
Annäherung die Reibung keine Wirkung auf die Pe- 
riode hat, — ein Princip von sehr allgemeiner Anwend- 
barkeit. 

Die hier betrachtete Schwingung wird die freie Schwin- 
gung genannt. Sie wird von einem System ausgeführt, das 
aus dem Gleichgewicht herausgebracht und dann sich p^'* 
überlassen wird. 



54 EIN GRAD VOK FREIHEIT. 

46. 'Wir müssen jetzt unsere Aufmerksamkeit auf ein 
anderes, nicht weniger wichtiges Problem richten, dt i. auf das 
Verhalten des Systems, wenn dasselbe einer Kraft unterliegt, 
die sich nach einer harmonischen Function mit der Zeit ändert. 
Um uns vor Wiederholungen zu hüten, können wir sofort den 
allgemeineren Fall nehmen, der die Reibung eins.chliesst. Wenn 
keine Reibung vorhanden ist, haben wir einfach in unseren 
Resultaten x =^ zu setzen. Die zu Grunde liegende Diffe- 
rentialgleichung ist 

ü -]- oiü -{- n'^u = Ecospt (1). 

Nehmen wir an: 

u = acos(pt — e) (2), 

setzen dieses in die Gleichung, so erhalten wir: 

a(n^ — p^)co8(pt — e) — xpasin(pt — s) 
= Ecosecos(pt — e) — Esinesin(pt — e). 

Daraus folgt durch Gleichsetzung der Coefficienten von 
cos(pt — e) und sin(pt — b): 

a(w2 — pJ) = Ecosa 
G'px zrz Esins] 

so dass wir die Lösung schreiben können: 

14= co$(pt — £) f4), 

px "^ V /» 

wobei 

'««^ * = ;ji4r73 (5)- 

Diese Art von Schwingung wird eine erzwungene 
Schwingung genannt; sie erfolgt unter Wirkung einer von 
aussen auf das System wirkenden Kraft und wird durch die 
dauernde Einwirkung dieser Kraft aufrecht erhalten. Die Am- 
plitude ist proportional E — der Grösse der Kraft; die Periode 
ist dieselbe wie die der Kraft. 

Wir wollen nun E als gegeben annehmen und die Wir- 
kung aufsuchen, die eine Aenderung der Periode der Kraft auf 
ein gegebenes System ausübt. Die in verschiedenen Fällen 



(3), 
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hervorgerafenen Wirkungen sind unter einander nicht genau 
ähnlich, weil die Schwingungszahl der hervorgerufenen Schwin- 
gungen stets dieselbe, wie die der wirkenden Kraft, und daher 
bei der Vergleichung verschiedener Fälle, die wir anstellen 
wollen, variabel ist. Wir können indessen in verschiedenen 
Fällen die Energie des Systems in dem Augenblick des Durch- 
gangs durch die Gleichgewichtslage vergleichen. Es ist noth- 
wendig, den Augenblick näher anzugeben, in welchem in jedem 
Falle die Fnergie berechnet werden soll, weil während der 
Schwingung die ganze Energie nicht unveränderlich ist. Wäh« 
rend des einen Theiles der Schwingungsdauer ernpfängt das 
System Energie von der drängenden äusseren Kraft, während 
des übrigen Theiles der Schwingungsdauer giebt es diese 
Energie wieder ab, . ^ -E*^ A-J^^V^c^ 

Aus Gleichung 4) folgt, wenn u = \ ^^^ VUTltlc. ff j 

Energie ccü^cc sifi^ e i). [ ;, tLj^ u^o) ^ 1 f ^t 

Die Energie hat daher ein Maximum , wenn sin 6=1 
oder nach (5), wenn p = n. Wird das Maximum der kineti- 
schen Energie mit Tq bezeichnet, so haben wir: 

T= Tosin^e (6). 

Die kinetische Energie der Bewegung ist daher diegrösst- 
möglichste, wenn die Periode der Kraft die ist, mit welcher 
das System frei unter Einfluss seiner eigenen Elasticität (oder 
anderer inneren Kräfte) ohne Reibung schwingen würde. 
Die Schwingung ist dann nach (4) und (5): 

u = — stn n t. 

flK 

Die Amplitude ist darnach sehr gross, wenn x klein ist. 
Die Phase ist um eine viertel Periode hinter der der Kraft 
zurück. 

Der Fall, bei welchem ^ = n ist, kann auch unabhängig 
für sich behandelt werden. Da die Periode der thatsächlichen 
Schwingung dieselbe ist wie die dem System: 

ü -{- n^u = 



^) Das Zeichen x braucht Verfasser für Proportionalität. 
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eigene 9 so wird hierdurch die Differentialgleichung (1) redu- 

cirt auf: 

KU = Ecospt 

Hieraus erhalten wir durch Integration: 

u = — / cosptdt ^=r. — sinpt 

X J ^ pK ^ 

wie vorher. 

Ist p kleiner wie », so liegt die Verzögerung in der 
Phase gegen die Phase der Kraft zwischen Null und einer 
viertel Periode; wenn p grösser i^t wie w, zwischen einer vier- 
tel und einer halben Periode. ^ » . ^ ^^ itl , 

Bei einena System ohne Reibung, ist die Lösung/T , 

Wenn p kleiner wie n ist, so stimmt die Phase der Schwin- 
gung mit der der Kraft überein, ist aber p grösser als «, so 
ändert sich das Vorzeichen der Schwingung. Die Phasenände- 
rung von vollständiger Uebereinstimmung bis zum vollständi- 
gen Gegensatze, welche bei Vorhandensein von Reibung all- 
mälig eintritt, findet hier plötzlich statt, wenn p durch den 
Werth w hindurch geht. Zu gleicher Zeit wird dann der Aus- 
druck für die Amplitude unendlich. Natürlich hat dieser Um- 
stand nur die Bedeutung, dass im Falle der Gleichheit der 
Perioden (der Schwingung und der Kraft) Reibung mit in 
Rechnung gezogen werden muss, wie klein dieselbe auch sein 
mag und wie unbedeutend ihre Einwirkung, wenn p und n 
nicht annähernd einander gleich sind. Weiter müssen wir 
auch stets der Beschränkung in Betreff der Grösse der 
Schwingung , der unsere Schwingungen unterliegen , einge- 
denk sein. 

Es wird manchmal als ein Paradoxon hingestellt, dass 
der Ausschlag sein Maximum in der einen Richtung erreicht, 
wenn die einwirkende Kraft gerade ihr Maximum in der ent- 
gegengesetzten Richtung hat, wie das z. B. bei der Canal- 
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Theorie^ der Fluth eintritt. Jede Schwierigkeit, welche man 
empfindet, wird entfernt werden, wenn man den extremen 
Fall betrachtet, für welchen die „elastische Kraft" verschwin- 
det, so dass die natürliche Periode unendlich gross wird. 
In der That brauchen wir uns bloss die Kraft anzusehen, 
welche auf die Kugel eines gewöh^lichen , frei schwingenden 
Pendels wirkt; hierbei ist der Ausschlag nach einer Seite der 
grösste, wenn die Schwerkraft ihr Maximum nach der entgegen- 
gesetzten Richtung hin hat. Wenn andererseits die Trägheit 
des Systems sehr klein ist, so haben wir den andern extremen 
Fall, bei -welchem die sogenannte Gleichgewicbtstheorie an- 
wendbar ist, für welche nämlich Kraft und Ausschlag sich in 
derselben Phase befinden. 

Ist die Kraftperiode länger wie die natürliche Periode, 
so fahrt eine hinzukommende Reibung eine Verzögerung in 
der Phase der Verschiebung ein, welche zwischen Null und 
einer viertel Periode variirt. Ist indessen die Periode der 
natürlichen Schwingung die längere, so wird die ursprüngliche 
Verzögerung von einer halben Periode um einen geringen 
Theil einer viertel Periode vermindert; d. i. die Wirkung der 
Reibung ist die, dass dieselbe die Phase der Verschiebung, 
von der bei gänzlichem Fehlen der Reibung angerechnet, 
beschleunigt. In jedem Falle geht der Einfluss der Reibung 
dahin, eine Annäherung an den Zustand der Dinge zu bewir- 
ken, der obwalten wird, wenn die Reibung überwiegt 

Wenn eine Kraft von einer Periode, die nahezu gleich 
ist mit der der freien Schwingung, sich langsam bis zu einem 
Maximum ändert und dann langsam abnimmt, so erreicht die 
Verschiebung ihr Maximum erst, nachdem die Kraft angefan- 
gen hat, abzunehmen. Unter Wirkung der Kraft bei ihrem 
Maximum wächst die Schwingung andauernd, bis eine bestimmte 
Grenze erreicht ist; dieses Anwachsen dauert eine Zeitlang 



^) Die Canal-Theorie der Fluth ist eine hydropamische Theorie 
der letzteren, bei welcher der Ocean auf eine» Canal um den Aequator 
von gleichförmiger Tiefe und Breite vorausgesetzt wird. Airy, Tides 
and Waves. 
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noch fort, selbst wenn die Kraft, nachdem sie ihr Maximum 
erreicht hat, abzunehmen beginnt. Aus diesem Princip ist das 
Zurückbleiben der Springfluthen hinter den Tagen des JTeu- 
und Vollmondes erklärt worden^). 

47. Daraus, dass die obigen Differentialgleichungen linear 
sind, folgt, dass die aus dem gleichzeitigen Zusammenwirken 
irgend einer Anzahl von Kräften entstehende Bewegung die 
einfache Summe der durch die Kräfte einzeln hervorgerufenen 
Bewegungen ist Jede Kraft bewirkt die ihr eigene Schwingung, 
ohne von der Gegenwart oder Abwesenheit anderer Kräfte 
beeinflusst zu werden. Die besonderen Eigenschaften der 
Kraft werden daher in einer bestimmten Weise auf die Be« 
wegung des Systems übertragen. Wenn z. B. die Kraft in 
der Zeit t periodisch ist, so wird sich hieraus stets eine Schwin- 
gung ergeben. Jedes harmonische Element der Kraft ruft eine 
entsprechende harmonische Schwingung in dem Systeme hervor. 
Da aber die Phasenverzögerung 6 und das Verhältniss der Ampli- 
tuden a ; E far die verschiedenen Componenten nicht dieselben 
Werthe haben, so ist die resultirende Schwingung, wenn sie 
auch in derselben Zeit periodisch ist, in ihrem Charakter ver- 
schieden von der Kraft. Es kann z. B. eintreten, dass eine der 
Componenten vollständig oder nahezu isochron mit der freien 
Schwingung ist; sie wird sich dann in der Bewegung äussern in 
einer Weise, die gar nicht im Verhältnisse zu ihrer ursprünglichen 
Stärke steht. Als ein zweites Beispiel können wir ein System 
nehmen, auf welches zwei Kräfte von nahezu gleicher Periode 
wirken. Die resultirende Schwingung, die sich ans zwei nahezu 
im Einklang stehenden zusammensetzt, ist nach den im letz- 
ten Capitel auseinander gesetzten Principien intermittirend. 

Zu den Bewegungen, welche der unmittelbare Ausfluss 
einwirkender Kräfte sind, muss, wenn man die allgemeinste 
Lösung erhalten will, stets das Glied, welches die freie Schwin- 
gung ausdrückt, hinzugefugt werden. Wir haben somit im 
Falle einer einwirkenden Kraft: 



1) Airy's Tides and Waves, Art. 328. 
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w = cQ^i^i — B)-\~Ae C08\ y n^ — jX^'t — a} (]). 

Ä und a sind hier willkürlich. 

48. Die Unterscheidung zwischen erzwungener und 
freier Schwingung ist sehr wichtig und fordert ein klares 
Vefständniss. Die Periode der ersteren wird einzig durch die 
Kraft bestimmt, welche von aussen auf das System wirken 
soll, während die der letzteren nur von der Constitution des 
Systems selbst abhängt. Ein anderer Unterscheidungspunkt 
ist der, dass eine erzwungene Schwingung so lange, wie der 
äussere Einfluss einzuwirken anhält, permanent ist, indem sie 
genau durch eine harmonische Function dargestellt bleibt; 
eine freie Schwingung verschwindet dagegen allmälig, so 
dass sie schliesslich nach einiger Zeit ganz zu vernachlässi- 
gen ist. Nehmen wir z. B. an: das System sei in Ruhe, 
wenn die Kraft Ecospt anföngt zu wirken. Es müssen dann 
den Constanten Ä und a in Gleichung (1) aus §. 47 solche 
Werthe gegeben werden, dass u sowohl wie ü im Anfange 
gleich Null sind. Zunächst ist noch eine freie Schwingung 
vorhanden, die eine nicht geringere Bedeutung wie ihre Riva- 
lin besitzt ; jedoch hat Reibung nach einiger Zeit dieselbe auf 
eine so unbedeutende reducirt, dass die erzwungene Schwin- 
gung allein im Besitze des Kampfplatzes zwischen den Schwin- 
gungen bleibt. Diese Lage der Dinge dauert so lange an, 
wie die Kraft einwirkt. Wenn die Kraft aufhört zu wirken, 
so tritt natürlich keine Discontinuität in den Werthen von u 
und ü ein ; jedoch wird die gebundene Schwingung auf ein- 
mal in eine freie Schwingung umgewandelt; die Periode der 
Kraft wird gegen die, welche dem System allein eigen ist, 
ausgetauscht. 

Während der Coexistenz von zwei Schwingungen in den 
ersten Theilen der Bewegung kann die sonderbare Erscheinung 
der Schwebungen eintreten, wenn die iwei Perioden nur wenig 
von einander abweichen. Denn wenn n und p nahezu gleich 
sind und x Mein ist, so sind die Anfangsbedingungen annähernd 
erfüllt durch[: 
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u = acos(pt — s) — ae~^^^^^cos \/n^ — -tTc^ . t — i 

Hier haben wir also ein Steigen und Fallen in der Be- 
wegung, so lange e ""*/«*' merkbar bleibt. Diese Intermittenz 
ist sehr gut bemerkbar bei den ersten Stadien der Bewegung 
von elektromagnetisch erregten Stimmgabeln (§. 63). 

49. Schwingende Systeme von einem Grad der Freiheit 
können auf zwei Weisen von einander verschieden sein, je nach 
den Werthen der Constanten n und x. Die Unterscheidung 
der Höhe ist hinreichend verstandlich. Es ist aber wohl der 
Muhe werth , genauer den Einüuss eines grösseren oder gerin- 
geren Grades in der Dämpfung der Schwingungen aufzusuchen. 
Am AugenföUigsten ist in Bezug hierauf die mehr oder weni- 
ger rasche Auslöschung einer freien Schwingung. Die Grösse 
der in dieser Richtung zu beachtenden Einwirkung kann durch 
die Anzahl der Schwingungen gemessen werden, welche 
vergehen müssen, bevor die Amplitude in einem bestimm 
ten Verhältniss reducirt ist. Die anföngliche Amplitude kön- 
nen wir als Einheit nehmen; nach einer Zeit t sei dieselbe -O*. 
Dann ist d' = e~"V««<. Setzen wir ^ = a?r, so haben wir: 

Bei einem System, dessen Schwingungen nur in massigem 
Grade gedämpft werden, können wir annähernd nehmen: 

r = 2 « : w, 
so dass 

* = ~i^^''^* • (^)- 

Diese Gleichung giebt die Anzahl der Schwingungen, 
welche vollfahrt werden müssen, ehe die Amplitude auf ^ ge- 
sunken ist. 

Der Einfluss der Dämpfung wird ebenso in bedeutendem 
Maasse gefühlt bei einer erzwungenen Schwingung, wenn bei 
derselben eine starke Annäherung an den Isochronismus zwi- 
schen der Kraft und der natürlichen Schwingung voAanden 
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ist. Sind p und n genau einander gleich, bo bewirkt die 
Dämpfung allein, dass die Bewegung nicht unendlich gross 
wird. Wir können leicht vorhersehen, dass bei geringer Däm- 
pfung eine vergleichsweise kleine Abweichung von dem voll- 
kommenen Isochronismus die Grösse der Schwingungen um 
sehr Viel verringert, während bei einer grossem Dämpfung 
derselbe Grad von Genauigkeit in der Ausgleichung der Pe- 
rioden nicht erforderlich ist. Aus den Gleichungen: 

T = Tostn« 6, tang 6 = .^^ , 

n* — p^ 

erhalten wir ja : 

'-^=V^ p)^ 

hiernach muss, wenn x klein ist, p sehr nahezu gleich n sein, 
damit eine Bewegung entsteht, welche nicht um sehr viel klei- 
ner wie die mögliche Maximalbewegung ist. 

Die zwei hauptsächlichsten Wirkungen der Dämpfung 
können mit einander verglichen werden, indem man x zwischen 
(1) und (2) eliminirt. Das Resultat dieser Elimination ist: 

Das Zeichen der Quadratwurzel muss hierbei so gewählt 
werden, dass die rechte Seite negativ wird. 

Wenn bei einem freischwingenden System die Amplitude 
in dem Verhältnisse von 0* nach x Schwingungen vermindert 
ist, so wird, wenn auf das System eine Kraft p einwirkt, 
die Energie der resultirenden Bewegung in dem Verhältnisse 
T : Tq geringer sein, wie die beim vollkommenen Isochronis- 
mus. Es ist von keiner Bedeutung, ob die erzwungene oder 
die freie Schwingung die höhere ist; alles hängt ab von dem 
Intervall zwischen ihnen. 

In den meisten Fällen, die von Interesse sind, ist das In- 
tervall klein; dann kann, indem wir p = n -\- Sn setzen, die 
obige Formel geschrieben werden : 

logd' _ 27tdn y / T 



* . 
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Die folgende nach dieser Formel berechnete Tabelle 
wurde von Helmholtz^) angegeben: 



Intervall (ausgedrückt in Differenz 

der Tonhöhen), durch welches die 

Intensität des Mitschwingens auf 

ein Zehntel ^educirt- wird 

T : Tq = l : 10 


Zahl der Schwingungen, nach 

welchen die Intensität der freien 

Schwingung auf ein Zehntel 

reducirt wird 

»' = t'ö 


1. Ein achtel Ton 




38,00 


2. Ein viertel Ton 




19,00 


3. Ein halber Ton 




9,50 


4. Drei viertel Ton 




6,33 


5. Ein ganzer Ton 




4,75 


6. Fünf viertel Ton 




3,80 


7. Kleine Terz (% Töne) 




3,17 


8. Sieben viertel Ton 




2,71 


9. Grosse Terz (2 ganze Töne) 




2,37 



Formel (4) zeigt, dass d n, wenn es klein ist, caeteris pari- 

. , . 1 . , . 



bu8 sich wie — ändert. 

X 



50. Aus Beobachtungen von erzwungenen Schwingun- 
gen, die von bekannten Kräften herrühren, kann die natürliche 
Periode und die Dämpfung eines Systems bestimmt werden. 
Die bezüglichen Formeln sind: 

Esins , . . 

u = cos (pt — f), 

px ^ ^ 

wobei: 

pK 



fange = „ 

^ w2 — p2 

Nach der Gleichgewichtstheorie würden wir haben: 

U =r —zCOSpt, 

n^ 



1) Tonempfindungen 8. 221. 
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Das YerhältDiss der thatsäcblicben Amplitude zu dieser ist: 

Esina E ^n'^sins 

px ■ n* p'x ' 

Wenn nun die Gleichgewichtstheorie bekannt ist, so 
giebt uns die Vergleichung der Amplituden den Werth von 

n^ sin £ 

etwa 

n^ sin s 



= ö, 



px 
B ist ebenfalls bekannt, daraus: 

n^ z= p^ : [l ), und x = -^ . . (1). 

\ a / a — eos£ "^ 

51. Die Unterscheidung zwischen unfreier und freier 
Schwingung ist, wie wir schon gezeigt haben, von grosser Wich- 
tigkeit; es mag indess bemerkt werden, dass die meisten der 
erzwungenen Schwingungen, mit deren Auftreten in einem 
System wir zu thun haben , ihren Ursprung schliesslich in der 
Bewegung eines zweiten Systems nehmen, welches das erste 
beeinflusst und seinerseits wieder von diesem beeinflusst wird. 
Wir können daher die Unfreiheit einer Schwingung uns so 
vorstellen, dass diese Schwingung erzwungen ist durch ihr 
Verhältniss zu einem System, dessen Grenzen willkürlich be- 
stimmt werden , selbst wenn dieses System zum TheU die Fe- ^ 
riode der Kraft, welche auf dasselbe wirkt, bestimmt. Nimmt 
man als schwingende Substanz nach einem weiter gehenden 
Gesichtspunkte beide Systeme zusammen, so ist die in Frage 
stehende Schwingung als frei anzusehen. Ein Beispiel mag 
dieses deutlicher machen. Eine in der Lufb schwingende 
Stimmgabel ist ein Theil eines zusammengesetzten Systems, 
welches die Luft und die Gabel selbst enthält; in Bezug auf 
dieses System ist die Schwingung frei. Obgleich die Gabel 
durch die Reaction der Lufb beeinflusst wird, so ist doch die 
Grösse eines solchen Einflusses klein. Für praktische Zwecke 
ist es zweckmässig, die Bewegung der Stimmgabel als gegeben 
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anzusehen und die der Lnfb als unfrei. Es wird kein Fehler 
begangen, wenn man die thatsächliche Bewegung derGkibel 
(d. i. die Bewegung unter Einfluss der umgebenden Dinge) 
als Grundlage der Rechnung nimmt. Der besondere Vor- 
theil dieser Art von Auffassung wird indess erst dann offen- 
bar, wenn nur eine angenäherte Lösung erforderlich ist Es 
kann in einem solchen Falle genügen, für die thatsächliche 
Bewegung die zu setzen, welche, die Oabel bei Abwesenheit 
der Luft ausfahren würde, und hernach erst, wenn nöthig, eine 
Correction einzufuhren. 



52. Illustrationen zu den Principien dieses Capitels kön- 
nen aus allen Theilen der Akustik beigebracht werden. Wir 
wollen hier nur wenige Anwendungen geben, welche wegen 
ihrer Einfachheit und Wichtigkeit einen der ersten Plätze ein- 
nehmen. 

Eine Saite oder ein Draht Ä GS ist zwischen zwei festen 
Punkten A und B ausgespannt. Der Mittelpunkt der Saite 

Fig. 9. 




trägt eine Masse M^ welche so beträchtlich angenommen wird, 
dass die Masse der Saite selbst vernachlässigt werden kann. 
Wenn M aus seiner Gleichgewichtslage herausgezogen und 
dann sich selbst überlassen bleibt, so macht Jllf längs der Linie 
GM Schwingungen, welche den zu untersuchenden Gegenstand 
bilden. J. C sei = CB =:= a . GM = x. Die Spannung der 
Saite in der Gleichgewichtslage hängt von der Grösse der 
spannenden Kraft ab, welcher dieselbe ausgesetzt war. In 



METHODE DER DIMENSIONEN. 65 

jeder anderen Lage ist die Spannung grösser; wir wollen uns 
indess auf den Fall von so kleinen Schwingungen beschrän- 
ken, dass die Zunahme der Spannung ein zu vernachlässigen- 
der Bruchtheil der ganzen ist. Bei dieser Bedingung kann 
die Spannung als constant angesehen werden. Wir bezeich- 
nen sie mit T. 

Die kinetische Energie ist also = —Mx^^ und die po- 

tentielle Energie == ITWa!^ -f- x^ — a| = T— angenähert 

Die Bewegungsgleichung (welche auch ganz unabhängig 
von dem Begriff der Energie abgeleitet werden könnte) ist 
demnach : 

iifi + 2r| = o (1), 

aus welcher wir schliessen, dass die Masse M harmonische 
Schwingungen ausführt, deren Periode ist: 



=^'-r^ 



(2). 



Die Amplitude und Phase hängen natürlich von den An- 
fangsbedingungen ab; sie sind, so weit es die Differential- 
gleichung betrifft, willkürlich. 

Gleichung (2) giebt an, in welcher Weise x sich mit jeder 
der unabhängigen Grössen T, M und a ändert; es konnte die 
Art dieser Abhängigkeit auch aus der blossen Betrachtung der 
Dimensionen (im technischen Sinne) der in Frage stehenden 
Grössen abgeleitet werden. Die Beweisfährung aus den Di- 
mensionen ist so oft von Wichtigkeit in der Akustik, dass es 
gut sein wird, dieses erste Beispiel dafür des Längern zu be- 
trachten. 

Zunächst müssen wir uns davon überzeugt haben, dass 
von all den Grössen, von denen r abhängen kann, die einzigen, 
welche eine Beziehung zu den drei Fundamentaleinheiten 
— der Länge, Zeit und Masse — haben, a, Jlf und T sind. 
Die Lösung des Problems möge geschrieben werden: 

r=/(a,af, y) (3). 

Baylelgh, Theorie des Schalles. 5 
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Die Form dieser Gleichung mnss stets dieselbe sein, wel- 
ches auch die Fundamentaleinheit^n sein mögen, in denen diQ 
vier Grössen numerisch ausgedrückt werden ; eine Behauptung, 
deren Richtigkeit sich von selbst ergiebt, wenn man bedenkt, 
dass bei der Ableitung dieser Gleichung keine Voraussetzun- 
gen über die Grösse dieser Einheiten gemacht sind. Nun ent- 
hält unter allen Grössen, von welchen /abhängt, nur T die 
Zeit; da die Dimensionen von T sind (Masse) . (Länge) . (Zeit)""^, 
so folgt, dass, wenn a und M constant sind, t cc T""^^ sein 
muss, denn sonst würde ein Wechsel in der Zeit nothwendi- 
ger Weise die Gleichung (3) stören. Wenn dieses zugegeben 
wird, ist es weiter leicht einzusehen, dass wir, damit (3) unab- 
hängig von der Wahl der Längeneinheit ist, haben müssen: 
r a T~"^« . a^\ wenn Jlf constant ist; schliesslich, um auch Un- 
abhängigkeit von der Masseneinheit zu haben, muss sein: 

Um diese Indices zu bestimmen, können wir auch folgen - 
dermaassen vorgehen. Wir nehmen an : 

dann erhalten wir, indem wir die einzelnen Dimensionen nach 
Zeit, Raum und Masse beachten, 

und hieraus wie oben: 

1 11 

« = - 2'^= 2'^"^ 2* 

Es dai*f sich aber kein Irrthum einschleichen über das, 
was dieses Argument wirklich beweist, und das, was es nicht 
beweist. Wir haben angenommen, dass es eine bestimmte 
Schwingungsdauer giebt, welche mit Rücksicht auf ihre Ab- 
hängigkeit von Raum, Zeit und Masse nur von den oben er- 
wähnten Grössen abhängt Wir haben z. B. nicht bewiesen, 
dass t unabhängig von der Amplitude der Schwingung ist. 
Dieses ist, soweit es überhaupt richtig ist, eine Folge von der 
linearen Form der angenäherten Differentialgleichung. 

Wegen der Nothwendigkeit der vollständigen Aufzählung 
aller Grössen, von denen das gesuchte Resultat abhängen kann, 
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ist die Methode der Dimensionenzählung etwas gefährlich; 
wenn sie aber mit grosser Sorgfalt angewandt wird, so ist sie 
unzweifelhaft von grosser Tragweite und hohem Werth* 

53. Die Losung des vorliegenden Problems kann als 
Grundlage einer Methode zur absoluten Messung der Höhe 
eines Tones benutzt werden. Das Haupthindemiss für die 
Genauigkeit würde wahrscheinlich die Schwierigkeit sein, M im 
Vergleich zur Masse des Drahtes gross genug zu machen, ohne 
zu gleicher Zeit den Klang zu sehr in der musikalischen Scala 
zu erniedrigen. 

Fig. 10. 



i^ 



B 



o 



M* 



Der Draht kann gespannt sein durch ein Gewicht M\ 
welches an seinem Ende mittelst eines Steges oder einer Rolle 
in B befestigt ist. Die Schwingungsdauer kann berechnet 
werden aus: 



=^«y^ 



M 



gM' 



(!)• 



Das Verhältniss von. Jlf- : M wird durch die Wage ge- 
geben. Wird a in. Meter gemessen und^ = 9.8 genom- 
men, so ist die Schwingungsdauer in Secunden ausgedrückt 

54. Bei den gewohnlichen musikalischen Instrumenten 
ist das Gewicht, anstatt im Mittelpunkte concentrirt zu sein, 
gleichförmig über die Länge der Saite vertheilt. Nichtsdesto- 
weniger giebt das vorliegende Problem doch in etwa eine 
Idee von der tiefsten Schwingung einer solchen Saite. Ver- 

5* 
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gleichen wir dazu ^ie beiden Fälle genauer, indem wir die 
Amplituden der beiden Schwingungen im Mittelpunkte als 
gleich gross annehmen. ' * 

Wenn die gleichförmige Saite gerade ist, so haben in dem 
Augenblicke, wo die Gleichgewichtslage passirt wird, die ein- 



Fig. 11. 




zelnen Theile verschie- 
dene Geschwindigkei- 
ten, welche von jedem 
der beiden Enden nach 
dem Mittelpunkte hin 
zunehmen. Nehmen wir 
für die ganze Masse die 
Geschwindigkeit des 
Mittelpunktes, so wird 
die kinetische Energie 
ofienbar um ein Bedeutendes zu gross genommen. Anderen- 
seits ist in dem Augenblicke der grössten Excursion die gleich- 
förmige Saite mehr gespannt als eine Saite, welche die geraden 
Linien AM und MB bildete; demnach wird die potentielle 
Energie vermindert, wenn wir eine derartig gespannte Saite 
wie die letztere für die wirkliche Form «etzen. Die Concen- 
trirung der Masse in den Mittelpunkt allein erhöht also die 
kinetische Energie, wenn ^ = ist, und vermindert die poten- 
tielle Energie, wenn i = 0; daher verlängert diese Concentri- 
rung nach den in §. 44 auseinander gesetzten Principien die 
Schwingungsdauer. Die Periode ist für eine Saite also kleiner, 
wie die aus den Formeln des letzten Abschnitts berechnete, 
vorausgesetzt, dass M die Masse der Saite bedeuten soll. Wir 
werden später sehen, dass wir, um ein genaues Resultat zu 

4 
haben, anstatt M einfach — r M nehmen müssen. Von dem Fac- 

4 1 

tor — rührt der bei weitem grösste Theil — d. i. -^ — von dem 

Unterschied der kinetischen Energien her. 

55. Als ein zweites Beispiel eines Systems, das praktisch 
nur einen Grad von Freihfeit besitzt, wollen wir die Schwin- 
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gung einer Feder nehmen, deren eines Ende in einen Schraub- 
stock eingespannt oder auf andere Weise festgehalten wird, 
während daa andere Ei^de eine schwere Masse- trägt. 

Genau genommen hat dieses System ebenso wie das letzt 
betrachtete eine unendliche Anzahl von unter einander unab- 
hängigen Schwingungsarten; wenn indess die Masse der Saite 
verbältnissmässig klein wird, so überwiegt die Schwingung, 
Fig. 12. welche nahezu unabhängig von der Trägheit 

derselben ist, so bedeutend, dass die anderen 
ignorirt werden l^önnen. Wir können schliess- 
lich auf Grund dieser Auffassung so weit 
gehen, dass wir die Feder nur als den Ur- 
sprung einer Kraft nehmen, welche die daran 
befestigte Masse nach der Gleichgewichtslage 
hintreibt, und zwar dabei innerhalb einer be- 
stimmten Grenze einfach proportional der 
Verschiebung ist. Das Resultat ist eine har- 
monische Schwingung mit einer Periode, 
welche von der Steifheit der Feder und der 
Masse des an letzterer befestigten Körpers 
abhängt. 



o 




56. In Folge der Oscillation «des Schwerpunktes ist ein 
andauerndes .Streben vorhanden, den Befestigungspunkten Be- 
wegung mitzutheilen ; die letzteren müssen daher, um diesem 
entsprechend zu widerstehen, sehr fest und massiv sein. Um 
dieser Unbequemlichkeit zu entgehen, kann man zwei genau 
gleiche Federn und Gewichte in synametrischer Weise an den- 
selben Schraubstock befestigen. Wenn die zwei Gewichte 
Schwingungen von gleicher Amplitude ausführen in solcher 
Weise, dass die Bewegungen der beiden stets einander ent- 
gegengesetzt sind oder dass dieselben, wie man sich anders 
ausdrücken kann, eine Phasendifferenz von einer halben Pe- 
riode haben, dann bleibt der Schwerpunkt des ganzen Systems 
in Ruhe, und deshalb ist kein Bestreben vorhanden, den 
Schraubstock in Bewegung zu setzen. Wir werden in einem 
der späteren Capitel sehen, dass dieses besondere Phaseaver- 
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hältniss sich, in welcher Weise auch anfänglich die Federn in 
Bewegung gesetzt sind, rasch von selbst herstellt In der 



Fig. 13. ^ 

O Q 



vvl 



That wird jeder Theil der Bewegung, wel- 
cher der Bedingung, den Schwerpunkt in 
Ruhe zu lassen, nicht genügt, durch Dämpfung 
bald ausgelöscht, wenn nicht die Träger des 
Systems wirklich mehr wie gewöhnlich fest 
sind. 



57^ Wie wir in unserm ersten Beispiel 
eine rohe Blustration der fundamentalen 
Schwingungsform einer tönenden Saite fan- 
den, so können wir hier mit der Feder und 
dem angehängten Gewicht einen gleichförmi- 
gen Streifen oder Stange, aus elastischer Sub- 
stanz bestehend, vergleichen, dessen eines 
Ende unbedingt fest ist, wie zum Beispiel 
die Zunge eines Pfeifen Instrumentes. Es 
ist natürlich richtig, dass die Masse nicht an einem Ende con- 
centrirt, sondern über die ganze Länge vertheilt ist. Jedoch 
ist in Anbetracht der Kleinheit der Bewegung nahe am Be- 
festigungspunkt die Trägheit dieses Theües der Stange von 
geringem Einfluss. Wir folgern daraus, dass die fundamen- 
tale Schwingungsform einer gleichförmigen Stange in ihrem 
Charakter nicht viel von der eben betrachteten abweichen kann. 
Natürlich sind, wenn es sich um Zwecke handelt, die eine 
genaue Rechnung erfordern, die beiden Systeme hinreichend 
von einander unterschieden; wo es dagegen nur darauf an- 
kommt, klare Vorstellungen zu haben, kann man oft Genauig- 
keit gegen Einfachheit austauschen. 

In demselben Sinne können wir die Verbindung von zwei 
Federn und Gewichten, wie sie in Fig. 13 gezeichnet ist, als 
Darstellung einer Stimmgabel auffassen. Dieses Instrument, 
welches in den letzten Jahren viele Verbesserungen erfahren 
hat, ist jedem Forscher in der Akustik unentbehrlich. Im 
Grossen und für rohe Zwecke kann man dasselbe herstellen, 
wenn man mit der Mitte einer Stahlstange ein anderes Stück 
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Stahl quer gegen diese Stange zusammenschweisst, so dass 
ein T-Stück gebildet wird , und dann die Stange in die Form 
eines Hufeisens biegt In den Stiel müsste dann noch zum 
Befestigen eine Schraube eingeschnitten werden. Für die bes- 
seren Sorten von .Stimmgabeln ist es indess zweckmässig, das 
Ganze aus einem Stück Stahl zu formen. Es wird zunächst 
von dem einen Ende bis zur Mitte einer Stange Stahl ein Ein* 
schnitt gemacht, die beiden so gebildeten Theile aus einander 
gebogen, um die Zinken der Gabel zu bilden, und das Ganze 
mit Hammer und Feile bearbeitet, bis es die gewünschte Form 
hat. Die beiden Zinken müssen in Bezug auf eine Ebene, 
welche durch die Axe des Stieles geht, genau symmetiisch 
sein, damit während der Schwingung der Schwerpunkt unver- 
ändert bleibt — unverändert, das heisst, in der Richtung, in 
welcher die Zinken schwingen. 

Das Abstimmen wird folgendermaassen gemacht. Um den 
Klang höher zu machen, muss die entsprechende Trägheit des 
Systems geringer gemacht werden. Dies wird durch Abfeilen 
der Enden der Zinken erreicht, indem man entweder die Dicke 
derselben verringert oder sie wirklich verkürzt. Anderenseits 
kann man , um die Höhe zu erniedrigen , von den Zinken 
etwas nahe an der Biegung wegnehmen; hierdurch wird die 
Federkraft verringert, während die Trägheit, wenigstens so 
weit es in der Praxis in Betracht kommt, ungeändert bleibt. 
Man kann auch umgekehrt, um die Höhe zu vermindern, die 
Trägheit vergrössern, indem man die Enden der Zinken mit 
Wachs oder anderen Substanzen beschwert. Diese Methode 
ist wohl fär vorübergehende Zwecke vorzuziehen. Grosse 
Gabeln sind manchmal mit beweglichen Gewichten versehen, 
welche längs der Zinken heruntergleiten und in jeder beliebi- 
gen Stellung durch Schrauben befestigt werden können. Wenn 
diese Gewichte sich den Enden nähern (wo die Geschwindig- 
keit am grössten ist), wächst die entsprechende Trägheit des 
Systems. Auf diese Weise kann man mit einer Gabel eine 
beträchtliche Reihe von verschieden hohen Klängen erhalten. 
Die Anzahl der Schwingungen in der Secunde kann für jede 
Stellung der Gewichte auf den Zinken bemerkt werden. 
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Die Beziehung zwischen der Grösse und der Tonhöhe 
der Stimmgabel ist bemerkenswerth einfach. In einem spätem 
Capitel werden wir beweisen, dass die Schwingungsdauer, vor- 
ausgesetzt, dass das Material dasselbe und die Gestalt constant 
bleibt, sich direct wie die linearen Dimensionen ändert. Wenn 
daher die linearen Dimensionen einer Stimmgabel verdoppelt 
werden, so wii'd der Klang um eine Octave niedriger. 

58. Der Klang einer Stimmgabel ist nahezu ein reiuer 
Ton. Unmittelbar nach dem Anstreichen einer Gabel kann 
man allerdings hohe Töne hören, welche den Schwingungsai-ten 
entsprechen, deren Natur wir später noch betrachten ; indessen 
verschwinden diese rasch, und selbst wenn dieselben noch vor- 
handen sind, vermischen sie sich nicht mit dem eigentlichen 
Tone der Gabel , theils wegen ihrer sehr hohen Höhe , theils 
weil dieselbe nicht zur harmonischen Reihe des eigentlichen 
Tones gehören. Bei den von Helmholtz untersuchten Gabeln 
hatte der erste dieser Obertöne eine Schwingungszahl, die 
6,8 bis 6,6 Mal so gross wie die des eigentlichen Grund- 
tones war. 

Stimmgabeln werden jetzt allgemein mit Resonanzkästen 
versehen, die (wegen der später zu entwickelnden Gründe) eine 
. grosse Steigerung des Umfanges und der Reinheit des Klan- 
ges bewirken. Um die Gabeln in Schwingung zu versetzen, 
streicht man dieselben in der Richtung der Schwingungen mit 
einem mit Colophonium versehenen Violin- oder Cellobogen 
an. Der so hervorgerufene Klang dauert eine Minute und 
auch wohl länger. 

59. Als Maassstäbe für die Tonhöhe sind Stimmgabeln un- 
ersetzlich. Die Höhe der Orgelpfeifen ändert sich mit der Tem- 
peratur und mit dem Drucke des Windes; die der Saiten mit 
der Spannung, welche nie für längere Zeit constant gehalten 
werden kann. Eine rein gehaltene Stimmgabel, die nicht plötz- 
lichen Aenderungen der Temperatur oder Magnetisirung aus- 
gesetzt wird, behält dagegen ihre Höhe mit grosser Zuverläs- 
sigkeit. 
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Mittelst der Schwebungen kann man von einer Normal- 
stimmgabel mit grosser Genauigkeit eine Copie nehmen. Die 
Anzahl der in einer Secunde gehörten Schwebungen ist der 
Unterschied der Schwingungszahlen der beiden Töne, welche 
jene hervorrufen ; kann man z. B. die Schwebungen so langsam 
machen, dass jede nur eine halbe Minute einnimmt, so differi- 
ren die Schwingungszahlen nur um l,308tel einer Schwingung. 
Eine noch grössere Genauigkeit kann mit Lissajous' opti- 
scher Methode erreicht werden. 

Da sehr langsame Schweb ungen schwer zu beobachten 
sind in Folge der Ungewissheit, ob ein Fallen des Tones von 
einer Interferenz oder dem allmäligen Abnehmen der Schwin- 
gung herrührt, entwarf Scheibler einen etwas abgeänderten 
Plan. Er nahm eine Gabel, deren Höhe etwas von der Nor- 
malgabel abwich — ob sie höher oder niedriger ist, ist nicht 
wesentlich, wir wollen annehmen .niedriger. Es wurde dann 
die Anzahl von Schwebungen gezählt, die eintraten, wenn 
beide zusammenklangen. Ungefähr vier Schwebungen in der 
Secunde ist das zweckmässigste ; diese mögen etwa eine Minute 
lang gezählt werden. Die abzustimmende Gabel wird dann 
etwas höher wie die Hülfsgabel gemacht, und so abgestimmt, 
dass sie mit dieser genau dieselbe Anzahl von Schwebungen 
wie die Normalgabel giebt. Auf diese Weise versichert man 
sich einer so genauen Cöpie wie nur möglich. Um das 
Zählen der Schwebungen zu erleichtern benutzte Scheib- 
ler Pendel, deren Schwingungsdauern abgeglichen werden 
konnten. 

60. Die Methode der Schwebungen wurde von Scheibler 
weiter dazu benutzt, die absolute Höhe seiner Normalgabeln zu 
bestimmen. Zwei Gabeln wurden auf eine Octave abgestimmt, 
eine Anzahl anderer wurde in das Intervall beider in so kleinen 
Zwischenräumen eingeschaltet, dass jede Gabel mit ihren unmit- 
telbaren Nachbaren in der Reihe eine Anzahl von Schwebungen 
gab, welche leicht gezählt werden konnten. Der Unterschied 
der Schwingungszahlen je zwei auf einander folgender Gabeln 
wurde mit der grösstmöglichsten Aufmerksamkeit beobachtet. 
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Ihre Summe, welche der Unterschied der Schwingang8zahlen 
für das Intervall der Octave ist, war gleich der Schwingungs- 
zahl der Gabel, welche am Ende der Reihe den Ausgangspunkt 
bildete. Di« Tonhöhe der anderen Gabeln konnte hieraus ab- 
geleitet werden. 

Wenn zwei, auf einander folgende Gabeln in der Secunde 
vier Schwebungen geben, so müssen im Ganzen 65 Gabeln 
vorhanden sein, um das Intervall zwischen c' (256) und c" (512) 
auszufiillen. Aus diesem Grunde ist die Methode mühsam; 
indessen ist sie wahrscheinlich die genaueste für die erste Be- 
stimmung einer Höhe, weil sie nur solchen Irrthümern aus- 
gesetzt ist, die durch Sorgfalt und Wiederholung ausgemerzt 
werden können. Es mag noch bemerkt werden, dass das 
Wesentliche der Methode in der Messung der Differenzen 
von Sohwingungszahlen zweier Klänge besteht, für welche das 
Verhältniss der Sohwingungszahlen unabhängig hiervon be- 
kannt ist. Wenn wir daher der Genauigkeit des letztern stets 
ebenso sicher sind, kann für die Octave das Intervall der 
Quinte, Quarte oder selbst der grossen Terz gesetzt werden, 
woraus der Yortheil erwächst, dass die Anzahl der nöthigen 
Interpolationen verringert wird. Es ist wahrscheinlich, dass 
unter zu Hülfe Ziehung optischer Methoden diese Versetzung 
mit Vortheil angewandt werden kann, da die entsprechenden 
Lissajous'sohen Figuren leicht erkannt werden und ihre 
Stetigkeit ein sehr strenger Beweisgrund für die Genauigkeit 
ist, mit welcher das gesuchte Verhältniss erreicht ist 

Die Sohwingungszahlen von grossen Stimmgabeln können 
auch dadurch bestimmt werden, dass man dieselben eine har- 
monische Curve ziehen lässt auf berusstem Papier, welches 
zweckmässiger Weise über eine sich drehende Trommel gelegt 
ist Die Anzahl der in einer Seounde gezogenen Wellen giebt 
die Schwingungszahl an. 

In manchen Fällen liefert auch die Benutzung von inter- 
mittirender Beleuchtung, wie dieselbe in §. 42 beschrieben 
wurde, eine zweckmässige Methode zur Bestimmung einer un- 
bekannten Sohwingungszahl. 
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61. Eine Reihe von Gabeln, welche in kleinen Intervallen 
sich in eine Oetave einordnen, ist ein sehr brauchbares Hülfs- 
mittel znr Bestimmung der Schwingungszahl irgend eines mu- 
sikalischen Klanges — sie wird Scheibler's Tonometer ge- 
nannt. Dasselbe kann gleichfalls dazu benutzt werden, einen 
Elang auf eine gewünschte Höhe abzustimmen. In jedem die- 
ser Fälle wird die Schwingungszahl eines Klanges durch die 
Anzahl der Schwebungen gegeben, welche dieser mit den Gabeln 
giebt, die ihi^ (nach jeder Seite hin) in der Höhe am nächsten 
konmien. 

Um Klaviere oder Orgeln zu stimmen , kann man einen 
Satz von zwölf Gabeln benutzen , welche die Klänge der chro- 
matischen Scala nach der gleichschwebenden Temperatur oder 
irgend einem andern verlangten System geben. Die ent- 
sprechenden Klänge werden bis zum Einklang, die anderen so- 
dann durch Octaven gestimmt. Es ist indessen besser, die 
Gabeln so anzufertigen, dass sie in der Secunde vier Schwin- 
gungen weniger wie eben angenommen geben. Jeder Klang 
wird dann ein wenig höher als die entsprechende Gabel ge- 
stimmt, bis dieselben beim Zusammenklingen genau vier Schwe- 
bungen in der Secunde geben. Es ist dabei aber zu bemer- 
ken, dass die Addition (oder Subtraction) einer constanten 
Zahl zu den Schwingungszahlen nicht dasselbe wie eine blosse 
Verschiebung der Scala in der absoluten Höhe ist. 

Die Klavierstimmer nehmen in ihrer gewöhnlichen Praxis 
als Ausgangspunkt das d einer Gabel und bestimmen die 
anderen EQänge durch Abschätzen nach Quinten. Man muss 
sich erinnern , dass zwölf richtige Quinten etwas mehr als sie- 
ben Octaven sind; daher ist in dem temperirten System jede 
Quinte ein wenig zu- klein. Der Stimmer geht von ol nach 
oben in auf einander folgenden Quinten, indem er ungefähr 
nach je zwei Schritten um eine Oetave heruntergeht, um nahe- 
zu in demselben Theile der Scala zu bleiben. Zwölf Quinten 
müssen ihn wieder nach a zurückbringen. Ist dies nicht der 
Fall, so muss das bis dahin Abgestimmte ausgeglichen werden, 
bis alle zwölf Quinten um denselben, wenigstens so nahe wie 
dieses abgeschätzt werden kann, kleinen Betrag zu klein sind. 



\ 
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Der unvermeidliche Fehler ist dann gleichmassig vertheilt und 
so wenig wie möglich merkbar gemacht Die Octaven werden 
natürlich alle richtig gestimmt. Die folgenden Zahlen geben 
die Reihenfolge an , in welcher die Klänge gestimmt werden 
können : 

ais h d eis d' dis e' /' fis / gis a! ais h' c" eis d'^ dis ef' 
13 5 16 8 19 11 3 14 6 17 9 1 12 4 15 7 18 10 2 

In der Praxis wird die gleichschwebende Temperatur nur 
annähernd erreicht; indess ist dieses vermuthlich nicht von 
grosser Wichtigkeit, wenn man bedenkt, dass das angestrebte 
System selbst an und für sich keineswegs vollkommen ist 

Violinen und die anderen Instrumente derselben Art wer- 
den mittelst richtiger Quinten von a' aus gestimmt 

62. Als Beispiel einer erzwungenen Schwingung wol- 
len wir ein Pendel betrachten, dessen Aufhängepunkt einer 

■pig 14 kleinen horizontalen har- 

Q v monischen Bewegung aus- 
gesetzt ist Q ist das mit- 
telst eines feinen Drahtes 
an den beweglichen Punkt 
P angehängte Gewicht. 
OP = Xq^ PQ = 1; XBei 
die horizontale Coordinate 
von Q. Da die Schwin- 
^ gungen als klein angenom- 

men sind, kann die verticale Bewegung vernachlässigt und die 
Spannung des Drahtes gleich dem Gewichte von Qf gesetzt 
werden. Daher haben wir für die horizontale Bewegung: 

£ -{- XX -{^ ^ (x — Xo) = 0. 

Nun ist Xq oo cospt^ so dass, wenn wir g : l = n^ setzen, 
unsere Gleichung die schon behandelte Form annimmt: 

d? -f- X i -f- n^x = Ecospt 
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Ist p gleich n^ so wird die Bewegung nur durch die Rei- 
bung begrenzt. JDie angenommene horizontale harmonische 
Bewegung von P kann hergestellt werden mittelst eines zwei- 
ten Pendels von massiver Construction , das P bei seiner Be- 
wegung mit sich zieht Eine hinreichend gute Anordnung ist 
in der Figur zu sehen. Ä und B sind eiserne Ringe, die in 

Fig. 15. 




einen Balken oder einen andern festen Träger eingeschraubt 
Werden; G und D sind ahnliche Ringe, die befestigt sind an 
einer festen Stange , welche nahe an ihrem Ende zwei gleich 
schwere Gewichte trägt. Die Stange wird horizontal und recht- 
winklig zum Balken durch eine Schnur gehalten, welche in 
der gezeichneten Weise durch die vier Ringe geht. Wenn 
das Pendel in Schwingung versetzt wird, beschreibt ein 
Punkt der Stange, der mitten zwischen und D liegt, eine 
haTmonische Bewegungen einer Richtung parallel CD; dieser 
Punkt kann als Befesiigungspunkt eines zweiten Pendels PQ 
genommen werden. Sind die Gewichte E und F im Verhalt- 
niss zu Q sehr gross, so schwingt das obere Pendel sehr nahe 
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mit seiner eigenen Periode und ertheilt Q eine erzwungene 
Schwingung von derselben Periode. Q wird, wenn die Länge 
PQ so gewählt ist, dass die natürlichen Perioden der beiden 
Pendel nahezu dieselben sind, in eine heftige Bewegung ver- 
setzt, selbst wenn die Schwingung von P nur eine unbeträcht- 
liche Länge hat. In diesem Falle ist die Phasendifferenz un- 
gefähr eine viertel Periode, um welchen Betrag das obere Pen- 
del voraus ist. Sind die zwei Perioden sehr verschieden von 
einander, so stimmen die Schwingungen in ihrer Phase ent- 
weder ganz überein oder sind gerade entgegengesetzt nach 
den Gleichungen (4) und (5) des §. 46. 

63. Ein ausgezeichnetes Beispiel einer erzwungenen 
Schwingung liefert eine Stimmgabel, welche unter dem Ein- 
flüsse eines intermittirenden elektrischen Stromes schwingt, 
dessen Periode nahezu gleich ihrer eigenen ist. ÄOB stellt die 

Fig. 16. 
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Gabel vor; E ein kleiner Elektromagnet, der dadurch gebildet 
wird, dass man isolii'ten Draht auf einen Eisenkern von der 
in E gezeichneten Form (ähnlich der als ^Siemen's Armatur^ 
bekannten) aufwindet. Dieser Elektromagnet wird zwischen 
die Zinken der Gabel gestellt. Wenn ein intermittirender 
Strom durch den Draht geschickt wird, so wirkt eine periodische 
Krafl auf die Gabel. Diese Ejrafl kann nicht durch eine ein- 
fache Ereisfunction ausgedrückt werden; sie lässt sich indess 
nach dem Fourier'sohen Satze in eine Reihe von solchen Func- 
tionen mit den Perioden t, 7rr, — ir etc. entwickeln. Wenn 
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irgend eine von diesen, deren Amplitude nicht za klein ausfällt, 
mit der Gabel nahezu isochron ist, wird die letztere zum Schwin- 
gen gebracht; andernfalls ist die Wirkung unbedeutend. In 
dem* Folgenden wollen wir annehmen , dass es die ganze 
Periode t ist, welche mit der der Nadel nahezu überein- 
stimmt; dem entsprechend nehmen wir an, dass die Reihe, 
welche die periodische Ki*afb ausdrückt, auf ihr erstes Glied 
reducirt ist. 

Um das Maximum der Schwingung zu erreichen, muss die 
Gabel mittelst eines kleinen gleitenden Stückes Metall oder 
mittelst Wachs ') sorgfaltig abgestimmt werden, bis ihre natür- 
liche Periode (ohne Reibung) der der Kraft gleich ist. Dies 
wird am besten durch einen wirklichen Versuch erreicht. Wenn 
die gewünschte Gleichheit angenähert gewonnen ist und die 
Gabel sich in Bewegung setzen kann, haben die erzwungene 
und die complementäre freie Schwingung nahezu gleiche Am- 
plituden und Schwingungszahlen ; deshalb bringen sie am An- 
fang der Bewegung Schwebungen hervor (§. 48), deren Lang- 
samkeit ein Maass für die Genauigkeit der Abstimmung ist. 
Erst nachdem die freie Schwingung Zeit zum Vergehen ge- 
funden hat, nimmt die Bewegung ihren permanenten Charakter 
an. Die Schwingungen einer richtig construirten und auf- 
gestellten Stimmgabel unterliegen einer sehr kleinen Dämpfung; 
in Folge dessen bewirkt eine sehr geringe Abweichung vom 
vollkommenen Isochronismus ein merkliches Sinken in der In- 
tensität der Resonanz. 

Die Amplitude der erzwimgenen Schwingung kann mit 
hinreichender Genauigkeit mit jäem Ohre oder dem Auge 
beobachtet werden; die experimentelle Bestätigung der von 
der Theorie aufgestellten Beziehungen zwischen der Phase 
dieser Schwingung und der Phase der Kraft, welche die 
letztere hervorruft, erfordert dagegen eine etwas veränderte 
Anordnung. 



^) Zu diesem Zwecke macht man zweckmässig das Wachs durch 
Zusammenschmelzen mit ein wenig Terpentin etwas weicher. 
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Zwei ähnliche Elektromagnete, die auf ähnliche Gabeln 
wirken und sich in demselben Stromkreis befinden, werden 
durch denselben intermittirenden Strom erregt. Es ist klar, dass 
unter solchen Umständen die Systeme in ähnliche Schwin- 
gungen versetzt werden , weil gleiche Kräfte auf sie wirken. 
Die Aehnlichkeit der Schwingungen erstreckt sich sowohl auf 
die Phase wie auf die Amplitude. Wir wollen nun annehmen, 
dass die Schwingungen in auf einander senkrechten Richtun- 
gen geschehen und mit Hülfe von einer der Lissajous'ßchen 
Methoden optisch combinirt werden. Die dann resultirende Linie 
ist nothwendiger Weise eine gerade Linie. Gehen wir von dem 
Fall aus, in welchem die Amplituden ihr Maximum haben, das ist 
dann, wenn die natürlichen Perioden der beiden Gabeln dieselben 
wie die der Kraft sind; es werde nun eine der Gabeln etwas 
aus der Stimmung gebracht. Man muss hierbei eingedenk 
bleiben, dass die beiden Gabeln, welches auch die natürlichen 
Perioden sein mögen, stets im vollkommenen Einklänge mit 
der Kraft und daher auch unter einander schwingen. Die 
Hauptwirkung der Differenz der natürlichen Perioden ist die, 
dass der Synchronismus der Phasen zerstört wird. Die gerade 
Linie, welche vorher die zusammengesetzte Schwingung dar- 
stellte, geht in eine Ellipse über, und diese bleibt vollkommen 
stetig, so lange wie die Gabeln nicht berührt werden. Ur- 
sprünglich sind beide Gabeln eine viertel Schwingung hinter 
der Kraft. Wenn die Höhe der einen Gabel langsam ernieärigt 
wird, fallt die Phase derselben noch mehr hinter die derBjraffc; 
zu gleicher Zeit nimmt auch ihre Amplitude ab. Die Phasen- 
differenz zwischen den beiden Gabeln sei a'; das Verhältniss 
der Schwingungsamplituden a : Oq. Dann ist nach Gleichung (6) 
des §. 46 

a = ÜQ cos 6*. 
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Die folgende Tabelle giebt die zusammengehörigen Werthe 
von a : a^ und «'. 



a : ao 


fi' 


1,0 





0,9 


250 50' 


0,8 


36« 52' 


0,7 


450 34' 


0,6 


53O 7' 


0,5 


60» 


0,4 


660 25' 


0,3 


720 32' 


0,2 


780 27' 


0,1 


840 15/ 1) 



Es geht aus dieser Tabelle hervor, dass eine beträchtliche 
Phasenänderunginjeder der beiden Richtungen erreicht werden 
kann, ohne eine wesentliche Verringerung der Amplitude. Wenn 
eine Gabel in ihrem Maximum schwingt, kann man die Phase 
der anderen von ihr nach jeder Seite hin um mehr als 60® ab- 
weichen lassen, ohne mehr wie die Hälfte an der Amplitude 
der letzteren Gabel zu verlieren, oder um mehr wie 45o ohne 
mehr wie die Hälfte der Energie der letztern einzubüssen. 
Indem wir die eine Gabel schwingen lassen um 45o vor, die 
andere um 45o hinter der Phase, welche dem Falle der grössten 
Resonanz entspricht, erhalten wir eine Phasendifferenz von 
900 in Verbindung mit gleichen Amplituden. Lissajous' 
Figur wird dann ein Kreis. 



64. Der intermittirende Strom wird am besten durch 
einen von HelmhoPtz erfundenen Stimmgabel-Unterbrecher 
erhalten. Dieser kann aus einer Gabel und einem wie vorher 
aufgestellten Elektromagnet gebildet werden. Von den Dräh- 



1) Tonempfindungen, S. 190. 
Bayleigh, Theorie des Schalles. 
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teo des Magneten ist das eine Ende mit der Batterie, das zweite 
mit einem Qaecksilbemäpfchen verbanden. Der andere Pol der 
Batterie ist mit einem zweiten Qaecksilbemäpfchen in Verbin- 
dang gesetzt. Ein U-formiger Reiter von isolirtem Draht wird 
von der nntem Zinke gerade über die Näpfchen gehalten, and 
zwar in solcher Höhe, dass während der Schwingung der 
Strom abwechselnd darch das Eintaachen and Aastaachen 
des einen Endes dieses Reiters in die beiden Qaecksilbemäpf- 
chen geschlossen and geöffnet wird. Das andere Ende kann 
daaemd eintauchen. Durch die so erhaltene periodische Krafl 
wird die Wirkung der Reibung ausgeglichen, die Schwingun- 
gen der Gkibel werden daher permanent aufrechterhalten. Um 
eine andere Gabel in erzwungene Schwingung zu versetzen, 
kann der mit dieser verbundene Elektromagnet entweder in 
denselben erregenden Strom oder in einen zweiten eingeschal- 
tet werden, dessen periodische Unterbrechung durch einen 
zweiten in Quecksilbernäpfchen tauchenden Reiter bewirkt 
wird 1). 

Der modus operandi dieser Art von selbst wirkender 
Instrumente wird oft nicht ganz richtig verstanden. Wenn 
die auf die Gabel wirkende Eraft nur von der Stellung jener 
abhinge — davon, ob der Strom geschlossen oder geöffnet 
ist — > so würde die bei dem Durchgange durch eine Lage ge- 



^) Ich habe verschiedene Unterbrecher nach dem obigen Plane her- 
gestellt, bei welchen alle Theile in meinem kleinen Heimathsorte ver- 
fertigt wurden. Die Gabeln wurden vom Grobschmied des Dorfes ge- 
macht. Die Näpfchen bestanden aus eisernen Fingerhüten, welche 
auf das eine Ende eines Kupferstreifens aufgelöthet sind; das andere 
Ende ist ans Tragbrett des Instruments angeschraubt. Eine Vorrich- 
tung, die Höhe der Quecksilberoberfläche zu verändern, ist nothwendig. 
Bei Helmholtz's Unterbrecher ist ein hufeisenförmiger Magnet ge- 
wählt, der die Oabel umgiebt; ich ziehe die genannte Anordnung vor, 
jedenfalls, wenn die Tonhöhe eine geringe ist. In manchen Fällen wird 
eine grössere bewegende Kraft erhalten durch einen Hufeisenmagneten, 
welcher auf eine Armatur von weichem Eisen wirkt, die an der untern 
Zinke senkrecht zu derselben angebracht ist. Ich habe gewöhnlich 
ein einfaches Smell'sches Element als ausreichende elektromotorische 
Kraft gefunden. 
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leistete Arbeit bei der Rückkehr wieder verbraucht, so dass 
nach einer vollständigen Periode nichts übrig wäre, wodurch 
die Wirkung der reibenden Kräfte compensirt werden könnte. 
Jede Erklärung, welche auf die Verzögerung des Stromes keine 
Rücksicht nimmt, schiesst weit am Ziele vorbei. Der Ursachen 
zur Verzögerung sind zwei vorhanden : unregelmässiger Con- 
tact und Selbstinduction. Der elektrische Contact ist im ersten 
Moment, wenn die Spitze des Reiters das Quecksilber berührt, 
unvollkommen, wahrscheinlich wegen der anhängenden Luft. 
Andererseits wird beim Verlassen des Quecksilbers der Con- 
tact verlängert durch die Adhäsion der Flüssigkeit in dem 
Näpfchen an den amalgamirten Draht. Aus beiden Gründen 
wird der Strom verzögert hinter dem , der nur der Stellung 
der Gabel allein entsprechen würde. Selbst wenn aber der 
Widerstand des Stromkreises auch allein von der Lage der Gabel 
abhinge, würde der Strom doch noch durch seine Selbstinduc- 
tion verzögert. Wie vollkommen der Contact auch sein mag, 
ein Strom von endlicher Stärke kann erst nach Verlauf einer 
endlichen Zeit entstehen, und zwar ist hier eine endliche Zeit 
noch mehr erforderlich als in dem Falle, wo durch einen ge- 
wöhnlichen Mechanismus eine endliche Geschwindigkeit einem 
trägen Körper ertheilt werden soll. Woher nun auch die Ver- 
zögerung kommen mag^), ihre Wirkung ist die, dass von der 
Gabel während der Zeit, wo der Reiter aus dem Quecksilber 
heraustaucht, mehr Arbeit gewonnen, als während des Eintau- 
chens verloren wird; hieraus bleibt dann ein Gegengewicht 
gegen die Reibung übrig. 

Wenn die magnetische Kraft nur von der Lage der Gabel 
abhängt, kann die Phase ihrer ersten harmonischen Compo- 
nente als um 180^ von der der eigenen Schwingung der Gabel 
voraus angesehen werden. Die erwähnte Verzögerung ver- 



1) Jede beliebige Verzögerung kann man in Ermangelung anderer 
Mittel dadurch erreichen, dass man den Beiter nicht an die Zinke 
selbst, sondern an das andere Ende einer leichten graden Feder be- 
festigt, welche von der Zinke gehalten und so durch die Bewegung 
ihres Befestigungspunktes in eine erzwungene Schwingung versetzt wird. 

6* 
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mindert diesen Vorsprung. Wenn die Phasendifferenz auf 90® 
reducirt ist, so wirkt die Kraft auf die ihr günstigste Weise; 
dann wird die grösste Schwingung erreicht. 

Es ist die Bemerkung von Wichtigkeit, dass (ausgenom- 
men den eben erwähnten Fall) die wirkliche Tonhöhe des 
Unterbrechers innerhalb eines nicht unbedeutenden Bereichs 
von der natürlichen Tonhöhe der Gabel abweicht, gemäss dem 
in der Gleichung (5) des §. 46 ausgesprochenen Gesetzes; da- 
bei ist 6 in dem vorliegenden Falle eine vorgeschriebene Phasen- 
differenz, die von der Natur des Contactes und der Grösse der 
Selbstin duction abhängt. Wird der intermittirende Strom dazu 
gebraucht, eine zweite Gabel zu treiben, dann wird das Maxi- 
mum der Schwingung erreicht, wenn die Schwingungszahl der 
Gabel zusammenfällt nicht mit der natürlichen, sondern mit 
der veränderten Schwingungszahl des Unterbrechers. 

Die Abweichung eines Stiramgabelunterbrechers von der 
natürlichen Höhe der Gabel ist in Praxis sehr gering ; indessen 
ist die Thatsache, dass eine solche Abweichung möglich ist, 
auf den ersten Blick sehr überraschend. Die Erklärung dieser 
Abweichung (bei einer kleinen Verzögerung des Stromes) ist 
die, dass während der Bewegungshälfte, während welcher die 
Zinken am weitesten von einander abstehen, der Elektromag- 
net in der Weise einwirkt, dass er der den Zinken eigenen, 
aus ihrer Steifigkeit herrührenden Kraftfahigkeit zu Hülfe 
kommt und so natürlicher Weise die Tonhöhe steigert. Wel- 
ches auch das Phasenverhältniss sein mag, die Kraft des Mag- 
neten kann in zwei Theile getheilt werden, die respective der 
Geschwindigkeit und der Verrückung « (oder Beschleunigung) 
proportional sind. Ausschliesslich von dem ersten Theile rührt 
die die Bewegung aufrechthaltende Wirkung der Kraft her, 
von dem zweiten die Aenderung der Tonhöhe. 

65. Die allgemeinen Erscheinungen der Resonanz lassen 
sich in der Hauptsache, wenn sie auch nicht erschöpfend unter 
dem Gesichtspunkte eines Grades von Freiheit betrachtet wer- 
den können, auf dieselben allgemeinen Principien beziehen. 
Wenn eine erzwungene Schwingung in einem Theile eines 



RESONANZ. 85 

Systems erzeugt wird, so werden alle anderen Theile auch in- 
fluenoirt, indem eine Schwingung von derselben Periode erregt 
wird, deren Amplitude von der Beschaffenheit des als Ganzes 
betrachteten Systems abhängt. Häufig indess concentrirt sich 
das grösste Interesse auf die Schwingungen eines äussern Theiles, 
dessen Verbindung mit dem Reste des Systems nur locker 
ist. In solch einem Falle befindet sich der in Frage stehende 
Theil, vorausgesetzt, dass eine gewisse Grenze in der Ampli- 
tude nicht überschritten wird, in hohem Grade in der Lage 
eines Systems, das einen Grad von Freiheit besitzt und auf 
welches, unabhängig von der natürlichen Periode, eine Kraft 
einwirkt, welche als gegeben angesehen werden kann. Die 
Schwingung wird demgemäss von den Gesetzen beherrscht, 
welche wir schon aufgefunden haben. Bei einer angenäherten 
Gleichheit der Perioden — und hierauf wird der Name der 
Resonanz im Allgemeinen beschränkt — kann die Amplitude 
sehr beträchtlich sein, selbst wenn sie in anderen Fällen so 
klein ist, dass sie wenig in Betracht kommt; der bei dem Aus- 
gleich der Perioden erforderliche Grad von Genauigkeit, um 
diese Wirkung hervorzubringen, hängt von dem Grade der 
Dämpfung ab, welcher das System unterworfen ist. 

Unter den Körpern, die ohne eine sehr grosse Genauigkeit 
in der Abstimmung resoniren, sind gespannte Membranen zu 
erwähnen, dann Saiten in Verbindung mit Resonanzböden, wie 
beim Klavier und der Violine. Diese Körper werden, wenn der 
eigene Ton in ihrer Nachbarschaft ertönt, in einer sehr ver- 
nehmbaren Weise ebenfalls zum Schwingen gebracht. Der Ver- 
such kann gemacht werden, indem man in ein Klavier die von 
irgend einer seiner Saiten angegebene Note hineinsingt, nach- 
dem man zuerst den entsprechenden Dämpfer entfernt hat. Ebenso 
werden, wenn man eine der zu einer und derselben Tonstufe ge- 
hörenden Saiten mit dem Finger reisst (wie dieses bei der Saite 
einer Harfe geschieht), die anderen zu dieser Tonstufe gehörigen 
Saiten ebenfalls in Schwingung versetzt, wovon man sich direct 
überzeugen kann, wenn man die erste mit dem Finger anhält. 

Die Erscheinung der Resonanz tritt indessen am über- 
raschendsten hervor in Fällen, wo eine sehr genaue Gleichheit 
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der Perioden nothwendig ist, um die volle Wirkung zu erzie- 
len. Stimmgabeln, welche auf Resonanzkästen befestigt sind, 
geben vorzügliche Beispiele dieser Art ab. Wenn das Unisono 
vollkommen ist, so wird die Schwingung der einen. Gabel von 
einer andern auf Zimmerlänge aufgenommen; indess genügt 
auch die kleinste Abweichung in der Höhe, die Erscheinung 
meist unmerklich zu machen. Gewöhnlich werden Stimmgabeln 
von 256 Schwingungen in der Secunde zu diesem Zwecke ge- 
braucht; man hat gefunden, dass eine Abweichung vom Unisono, 
welche nur eine Schwebung in einer Secunde giebt, die Reso- 
nanz beinahe aufhebt. Wenn die Gabeln gut abgestimmt 
und nahe bei einander sind, dann kann die Schwingung zwi- 
schen denselben verschiedene Male hin und her getragen wer- 
den, indem man sie abwechselnd durch Berührung mit dem 
Finger dämpft. 

Illustrationen zu den machtvollen Wirkungen des Isochro« 
nismus müssen sich in der Erfahrung eines Jeden finden. Die- 
selben sind oft von grosser Bedeutung in Gebieten, die sehr 
verschieden von irgend einem Theil der Akustik sind. Es 
sind z. B. wenige Dinge für ein Schiff so gefahrlich, als auf 
der See zu liegen unter dem Einfluss von Wellen, deren Pe- 
riode nahezu dieselbe wie die des eigenen natürlichen Schwan- 
ken des Schiffes ist. 

66. Die Auflösung der Gleichung fSr eine freie Schwin- 
gung, d. i.: 

ü + KU + n^u = ^. . (1) 

kann in eine andere Form gebracht werden, indem man die 
willkürlichen Integrätionsconstanten Ä und a in Werthen der 
Anfangswerthe von u und ü ausdrückt; die letzteren wollen 
wir Uo und Üq nennen. Wir erhalten dann: 

u = e * |wo — ; h «*o [cosnft -f ^—7 stnn'tj} . . (2) 

wobei: 



n' = |/n« — -jx«. 
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Ist keine Reibung vorhanden, so ist x = und dann: 

, sinnt , ^ .. 

u = Uq -f- Uocosnt (3). 

Diese Resultate können dazu benutzt werden, die Lösung 
der vollständigen Gleichung: 

ie + xii + m^u = ^ (4) 

zu erhalten, worin ü eine explieite Function der Zeit ist. 
Aus (2) sehen wir nämlich, dass die Wirkung einer zur Zeit 
if ertheilten Geschwindigkeit zur Zeit t die folgende ist: 

n 

Die Wirkung von ü ist: in der Zeit dt' eine Geschwin- 
digkeit üdf hervorzurufen, deren Resultat mithin zu einer 
Zeit t sein wird: 

u= -, üdi'e-'^''^'-''^ sinn' (t-if); 

daher wird die Lösung von (4) sein : 

t 
= ij re-'^''^'-'^sinn'(f — if)Udt' . . (5). 

Ist keine Reibung vorhanden, so haben wir einfach: 

u=- sinn(t-f)nd^ (6), 

U ist die Kraft zur Zeit f. 

Die untere Grenze des Litegrals ist im Allgemeinen be- 
liebig, es wird meist aber zweckmässig sein, für dieselbe die 
Null zu nehmen. 

Unter dieser Voraussetzung verschwinden die durch 
Gleichung (6) gegebenen Werthe von u und Ä, wenn ^ = 
ist ; die vollständige Lösung ist dann : 

— »/«xif. sinn't . ( ^j 1 ^ • /AI 

t 
^ i. r e-"'*'^'-'^ sinn' (t-f)Udl! (7), 



u 
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oder wenn keine Beibang vorbanden ist: 

t 

sifi wt X i 
u = Üq \- tiQCOsnt -\ / sinn{t — i') üdif . . (8). 



Wenn t gross genug ist, verscbwindet das Ergänziings- 
glied wegen des Factors c""^«** und kann deshalb vernachläs- 
sigt werden. 

67. Für die meisten akustischen Zwecke genügt es, die 
Schwingungen des Systems, mit welchen wir zu thun haben, 
als unendlich klein, oder lieber als unendlich kleinen Schwin- 
gungen ähnlich zu nehmen. Diese Einschränkung ist das Fun- 
dament der wichtigen Gesetze des Isochronismus für freie 
Schwingungen, sowie der Grund für die Beharrlichkeit der 
Periode für erzwungene Schwingungen. Es sind indessen auch 
Erscheinungen eines untergeordneten, aber doch nicht unbe- 
deutenden Charakters vorhanden, welche wesentlich von dem 
Quadrat und den höheren Potenzen der Bewegung abhängen. 
Wir wollen daher den Rest dieses Capitels der Discussion der 
Bewegung eines Systems mit einem Grad von Freiheit widmen, 
wenn die Bewegung nicht so klein ist, dass die Quadrate und 
höheren Potenzen alle zusammen vernachlässigt werden können. 

Die angenäherten Ausdrücke für die potentielle und kine- 
tische Energie sind: 

T = ^(mo + miu\ ü\ V = -^ (ßo + i^iu\ uK 

Differentiren wir die Summe von T und V nach der Zeit, 
so finden wir für die Bewegungsgleichung: 

1 3 

♦Wo* + ffoW + miWÄ + — miö* + — fiiw» = Aeusserer 

Kraft 
Diese Gleichung kann etwa nach der Näherungsmethode 
aufgelöst werden. Der Einfachheit halber nehme ich den Fall, 
dass Wi = 0, eine Annahme, welche das Wesentliche der Frage 
in keiner Hinsicht berührt Die Trägheit des Systems ist 
daher constant, während die in die Gleichgewichtslage zurück- 
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treibende Kraft eine zusammengesetzte Function der Verschie- 
bung ist, theils proportional der Verschiebung selbst, und 
theils dem Quadrate derselben — folglich unsymmetrisch ist 
in Bezug auf die Gleichgewichtslage. Daher ist för freie 
Schwingungen unsere Gleichung von der Form: 

ü + n^u + au^ = (1), 

u ^=: Äcosnt (2), 

worin Ä — die Amplitude — als eine kleine Grösse behandelt 
werden muss. 

Setzen wir den durch Gleichung (2) angegebenen Werth 
von u in das letzte Glied von (1), so finden wir: 

Ä 4- w% = — « — (1 + cos2nt), 

woraus man als zweite Annäherung an den wahren Werth von 
u erhält: 

u = Acosnt — TT—s + -^—^cos2nt . . . (3). 

Diese Gleichung zeigt, dass der Eigenton (w) des Systems 
von seiner Octave (2n) begleitet wird, deren relative Bedeu- 
tung mit dem Quadrat der Amplitude wächst. Ein geübtes Ohr 
vermag im Allgemeinen die Octave zu erkennen in dem Klang 
einer Stimmgabel, die mittelst eines Violinbogens in starke 
Schwingungen versetzt ist; mit Hülfsmitteln, die später erklärt 
werden, kann das Vorhandensein der Octave Jedermann deut- 
lich gemacht werden. Durch Verfolgen derselben Methode 
kann die Annäherung noch weiter getrieben werden; wir wol- 
len aber jetzt zu dem Fall eines Systems übergehen , bei wel- 
chem, die zurücktreibende Kraft symmetrisch zur Gleich- 
gewichtslage ist. Die Bewegungsgleichung ist dann angenähert: 

w + w^w + /3w8 = (4), 

welche man als auf die Schwingungißn eines schweren Pendels 
oder eines von dem Ende einer geraden Feder getragenen Ge- 
wichtes bezüglich ansehen kann. 
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Nehmen wir als erste Annäherung u = Äcosntj welches 
ß =z entspricht, nnd setzen dann diesen Werth ein in das 
mit ß mnltiplicirte Glied, so erhalten wir : 

ü + n^u = — ^—T— cosSnt ^ — cosnt 

4 4 ~ 

Dem letzten Gliede dieser Gleichung entsprechend wür- 
den wir in der Lösung ein Glied von der Form tsinni erhal- 
ten, welchös ohne Grenzen mit t wächst. Dies zeigt, wie in 
einem analogen Falle in der Mondtheorie, dass unsere als solche 
angenommene erste Annäherung in Wirklichkeit überhaupt 
keine Annäherung ist, oder dass dieselbe wenigstens nicht 
fortdauernd für alle Zeiten eine solche bleibt Nehmen wir 
indess als unsern Ausgangspunkt u = Äcosmt^ mit einem zweck- 
mässigen Werthe von w, so werden wir finden, dass die Lösung 
mit Hülfe von periodischen Ausdrücken allein vervollständigt 
werden kann. In der That ist es vor der Hand klar, dass Alles, 
was wir berechtigt sind anzunehmen, sich darauf beschränkt, 
dass die Bewegung angenähert einfach harmonisch ist mit einer 
Periode, welche angenähert dieselbe ist, als wenn /3 = 0. 
Eine sehr kleine Untersuchung ist hinreichend zu zeigen, dass 
das proportional u^ sich ändernde Glied die Periode nicht 
allein beeinflussen kann, sondern beeinflussen muss. Zu glei- 
cher Zeit ist es evident, dass eine Lösung, bei welcher die Pe- 
riode unrichtig angenommen wurde, ohne Rücksicht darauf, 
wie klein diese Unrichtigkeit auch sein mag, auf die Dauer 
aufhören muss , die Bewegung mit irgend einer Annäherung 
an Genauigkeit darzustellen. 

Wir nehmen also für die angenäherte Gleichung: 

ü +• n'tt = --T — cosmt — —J-- cos 3mt . (5) 

deren Lösung ist: 

ßÄ^ eosSmt . . 

u=Äcosmt + ^^ ^^^_^^ . . . .>. (6), 

vorausgesetzt, dass m so genommen wird, dass es der Gleichung 
genügt: 



GLIEDER VON DER ZWEITEN ORDNUNG. 91 



• 


Ä(- 


- «» + w») 


• 


4 


»»« 


— n» 


.^fiÄ' 


• 





oder: 

(7). 

Das Glied mit ß verursacht also zwei Wirkungen. Es 
beeinflusst die Höhe der fundamentalen Schwingung und fuhrt 
als eine nothwendige Begleitung die Duodecime ein. Die 
Aenderung der Höhe ist in den meisten Fällen ausserordent- 
lich Mein, da sie von dem Quadrate der Amplitude abhängt, 
indess ist sie nicht ganz unmerkbar. Stimmgabeln nehmen 
im Allgemeinen, wenn die Schwingungen abnehmen, ein wenig, 
wenn auch sehr wenig, an Höhe zu. Es mag bemerkt werden, 
dass dieselbe kleine Abhängigkeit der Höhe von der Amplitude 
eintritt, wenn die Erafb von der Form n^u -j- au^ ist, wovon 
man sich überzeugen konnte, wenn man die Annäherung an die 
Lösung der Gleichung (1) noch einen Schritt weiter wie in (3) 
getrieben hätte. Das Resultat in diesem Falle ist: 

Die Diflferenz m^ — n* ist in beiden Fällen in Bezug auf 
A von derselben Ordnung; aber in einer Hinsicht existirt ein 
erwähnenswerther Unterschied, nämlich der, dass in (8) m^ 
stets grösser wie jn^ ist, während es in (7) von dem Zeichen 
von ß abhängt, ob die Einwirkung dieser Differenz die Ton- 
höhe erhöht oder erniedrigt. In den meisten Fällen der un- 
symmetrischen Art wird indessen die Aenderung der Ton- 
höhe theils von einem Ausdruck von der Form au^ und theils 
von einem andern von der Form ßu^ abhängen; dann ist: 

68. Wir gehen nun zu der Betrachtung von unfreien Schwin- 
gungen über, die eintreten, wenn auf ein unsymmetrisches 
System zwei harmonische Kräfte: 

Ecosjpt^ Fcos(qt — s) 
wirken. 
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Die Beweg^ngsgleichnng ist: 

Ä + n'w = — au^ -\'Ecospt + Fcos(qt — e) . (1). 

Um eine erste Annäherang zu finden, Temachlässigen wir 
das » enthaltende Glied. Daraus folgt dann : 

u = ecospt + fco8(qt — e) (2), 

worin 

E F 

^ = n9-p2''^=n»- q^ ^^^• 

Setzen wir diesen Werth in das mit a mnltiplicirte Glied 
ein, so erhalten wir: 

ü -{- n^u = E cospt + Fcos(qt — fi) 



+ e/co8{(p + q)t — 6}L 



woraus als eine zweite Annäherung für u folgt: 

u = eco8pt+fco8(qt-^s) L-^-^ - ^^-^—^^ cos 2i)< 

''''^ C08{(p + q)t^a} (4). 



n^ — (p + qy 

Die hinzuzufügenden Glieder stellen Schwingungen dar, 
deren Schwingungszahlen nach einander das Doppelte und die 
Summe und Differenz von denen der ersten Schwingungen 
sind. Die Amplituden der beiden letzten Glieder sind dem 
Produot der ursprünglichen Amplituden proportional, ein Zei- 
chen, dass die abgeleiteten Töne in einer Weise wachsen, die 
abhängig von der Stärke ihrer Grundtöne ist 

In einem der folgenden Capitel werden wir die wichtigen 
Folgerungen zu betrachten haben, welche Helmholtz aus 
dieser Theorie abgeleitet hat 



Drittes Capitel. 

Schwingende Systeme im Allgemeinen. 

69. Wir haben im Vorigen einigermaassen im Detail die 
Schwingungen eines Systems untersucht, das einen Grad von 
Freiheit besitzt; die Resultate, zu denen wir gelangt sind, finden 
weitgehende Anwendung. Materielle Systeme erfreuen sich in- 
dessen im Allgemeinen mehr wie eines Grades von Freiheit. Um 
die Configuration solcher Systeme in jedem Momente zu bestim- 
men, müssen verschiedene von einander unabhängige veränder- 
liche Grössen genau bestimmt werden, welche nach einer Ver- 
allgemeinerung einer ursprünglich für einen Punkt gebrauchten 
Sprach weise die Coordinaten des Systems genannt werden; die 
Anzahl der unabhängigen Coordinaten ist der Index der Frei- 
heit. Genau gesprochen sind von den in einem natürlichen Sy- 
steme möglichen Verschiebungen unendlich viele von einander 
verschiedene vorhanden; sie können daher nicht in der Weise 
dargestellt werden, als wenn sie durch eine endliche Anzahl 
von Verschiebungen einer bestimmten Art hergestellt werden 
können. Den elementaren Theilen eines festen Körpers kann 
jede beliebige Verschiebung ertheilt werden, welche die Be- 
dingungen der Continuität erfüllt. Nur durch einen Process 
der Abstraction von der Art, wie derselbe beständig in der 
theoretischen Physik gemacht wird, behandeln wir feste Kör- 
per als starr, Flüssigkeiten als incompressibel , und fahren 
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andere Vereinfachungen ein, so daBS schliesslich die Lage eines 
Systems von einer endlichen Anzahl von Coordinaten abhängt. 
Es ist indessen nicht unsere Absicht, die Betrachtung eines 
Systems auszuschliessen , das unendlich viele verschiedene 
Freiheiten besitzt; im Gegentheil werden einige der interessan- 
testen Anwendungen der Resultate dieses Capitels in dieser 
Richtung liegen. Solche Systeme werden aber meist zweck- 
mässig als Orenzen anderer aufgefasst, deren Freiheit be- 
schränkter ist. Wir wollen demgemäss beginnen mit einem 
Systeme, dessen Lage durch eine endliche Anzahl von unab- 
hängigen Coordinaten ^i, ^2, ^3 etc. festgestellt wird. 

70 (273). Das Hauptproblem der Akustik besteht in der 
Untersuchung der Schwingungen eines Systems um eine Lage 
von stabilem Gleichgewicht; es ist indessen zweckmässig, mit 
dem statischen Theile des Gegenstandes anzufangen. Nach 
dem Principe der virtuellen Geschwindigkeit ist, wenn wir 
die Coordinaten ^1, ^3 etc. von der Gleichgewichtsconfigura- 
tion an rechnen, die potentielle Energie irgend einer andern 
Configuration des Systems eine homogene quadratische Func- 
tion der Coordinaten, vorausgesetzt, dass die Verschiebung 
hinreichend klein ist. Diese Grösse wird V genannt und stellt 
die Arbeit dar, welche beim Uebergang aus der augenblick- 
lichen in die Gleichgewichtslage gewonnen werden kann. 

Wir können schreiben: 

Da nach Voraussetzung das Gleichgewicht vollkommen 
stabil ist, so müssen die Grössen Cu^ C23, €12 etc. solche Werthe 
haben, dass V für alle reellen Werthe der Coordinaten posi- 
tiv ist 

71 (313). Wird das System durch die Wirkung gegebe- 
ner Kräfte aus der Nulllage herausgebracht, so kann die neue 
Gestalt nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeit ge- 
funden werden. Ist die von den gegebenen Kräften bei den 
angenommenen Verschiebungen ä^i^ 8tlf^ etc. geleistete Arbeit: 
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g^lSVl + ^2S^i + 
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(1), 



so mass dieser Ausdruck äquivalent sein 8 F, so dass die neue 
Gleichgewichtslage, da Ä^i, Ä^2 ^tc. unabhängig von einander 
sind, .bestimmt wird durch: 






^0 etc. 



3 



oder nach (1) aus §. 70: 



(2X 



(3). 



Die Werthe von c^r und Cn sind hierin einander gleich. 

Aus diesen Gleichungen können die Coordinaten in Wer- 
then der Kräfte bestimmt werden. Ist \7 die folgende Deter- 
minante : 



V = 



... 



^lli ^12? <^139 
^21? <^22i ^23» • • • 
^31» <^329 Cä3> • • • 



ß). 



dann kann die Auflösung von (3) nach den Coordinaten ge- 
schrieben werden: 



V . ^1 = §^ ^1 + ^ ?F2 + . . . .' 
acii ^^12 

aC2i »C22 



• • (5). 



Diese Gleichungen bestimmen ^1, ^2 etc. eindeutig, da V 

nicht verschwinden kann. Es ergiebt sich dies letztere aus der 

dV 
Betrachtung, dass die Gleichungen -r— = ^ etc. sonst durch 

endliche Werthe der Coordinaten erfüllt werden könnte, nur 
vorausgesetzt, dass die Verhältnisse zweckmässig gewählt wer- 
den. Und dies ist der Hypothese entgegengesetzt, dass das 
System in der NuU-Configuration vollkommen stabil ist. 
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72. Sind^i, . . . S^i, . . . und Tf'i', . . . ^i', . . . zwei Sätze 
von Verschiebungen und entsprechenden Kräften, so haben 
wir die folgende reciproke Beziehung: 

wovon man sich überzeugen kann, wenn man die Werthe der 
Kräfte einsetzt, wodurch jede Seite von (1) die Form annimmt : 

+ ^12(^2^1' + 1^3 Vi) + ^23(1^3^2' + ^2^3') + . . . . 

Nehmen wir nun an: in (1) verschwänden alle Kräfte mit 
Ausnahme von V2 und ^1'; dann ist: 

^,^,' = g^i>i (2). 

Sind die Kräfte ^2 ^^^ ^1 von derselben Art, so kön- 
nen wir dieselben als gleich annehmen; daraus erkennen wir 
dann, dass eine Kraft von irgend einem Typus, allein wirkend, 
eine Verschiebung eines zweiten Typus hervorruft, welche 
gleich der Verschiebung vom ersten Typus ist, die durch die 
Wirkung einer gleich grossen Kraft des zweiten Typus her- 
vorgerufen wird. Sind z. B. Ä und B zwei Punkte einer in 
irgend einer Weise horizontal schwebenden Stange, so ist die 
verticale Neigung in Ä^ wenn ein Gewicht W in B ange- 
bracht ist, dieselbe wie die Neigung in B^ wenn das Gewicht 
in A angebracht ist^). 

73. Da V eine homogene quadratische Function der 
Coordinaten ist, so haben wir: 

oder, wenn ^^^i, W^ etc. die Kräfte sind, welche nothwendig 
werden, um die durch ^1, ^3 etc. dargestellten Verschiebun- 
gen aufrecht zu erhalten: 

2 F = 3»i^i + ^«V-j + (2). 



^) Ueber diesen Gegenstand sehe man Phil. Mag., Decbr. 1874 
und März 1875. 
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Stellen ^i + A^i, ^3 + A^2 andere Verschiebungen 
dar, für welche die dazu nothwendigen Kräfte sind ^1 + A^i, 
^3 + A9*2 etc., so ist die entsprechende potentielle Energie 
gegeben durch: 

2 (F + AF) = (W, + A«P*i) (^i + A^i) + . . . 

= 2 F + 3»iA^i + 9^3Ai^3 H 

+ A^i • -^1 + A^Pj • -^a H 

+ A^Fi . A^i + A^3 • A*3 H , 

so dass wir schreiben können: 

2AFi=2:g^.A^+2:A^.^ + 2;A3^.A* . .(3), 

worin AF die Differenz der potentiellen Energieen in den 
beiden Fällen ist. Wir müssen besonders noch erwähnen, dass 
nach der reciproken Gleichung (1) in §. 72: 

I]W.At = £A^.ilf (4). 

Aus (3) und (4) können wir zwei wichtige Sätze herleiten, 
die sich auf den Werth von F für ein gegebenen Verschie- 
bungen und resp. gegebenen Kräften ausgesetztes System 
beziehen. 

74. Der erste Satz hat den Inhalt, dass, wenn gegebene 
Verschiebungen (die nicht für sich allein hinreichend sind, die 
Configuration zu bestimmen) in einem System durch Kräfte 
entsprechender Arten hervorgebracht werden, dass dann für 
das so verschobene und im Gleichgewicht befindliche System 
der resultirende Werth von F der kleinstmöglichste unter den 
gegebenen Verschiebungsbedingungen ist, und dass der Werth 
von F für jede andere Configuration den eben genannten 
Werth von F um die potentielle Energie der Configuration, 
welche die Differenz der zwei genannten ist, übertrifft. Die 
einzige Schwierigkeit in der obigen Fassung besteht in dem 
Verständniss dessen, was unter „Kräften entsprechender Art" 
verstanden wird. Nehmen wir z. B. an: das System sei eine 
gespannte Saite, auf welcher fein gegebener Punkt P einer 
gegebenen Verschiebung unterliegt; die Kraft entsprechender 
Art ist hier eine Kraft, welche in dem Punkte P selber an- 
greift. Und allgemein müssen die Kräfte, durch welche die 

Bayleigh, Theorie des Schalles. 7 
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vorgesetzte Verschiebung ausgeführt werden soll, der Art sein, 
dass dieselben keine Arbeit auf das System ausüben würden, 
wenn nur vorausgesetzt wird, dass diese Verschiebung nicht 
gemacht wird. 

Durch eine zweckmässige Wahl der Coordinaten können 
die gegebenen Verschiebungsbedingungen dadurch ausgedrückt 
werden, dass man den ersten r-Coordinaten 1^1, ^2> • • • ^r ge- 
gebene Werthe vorschreibt; die auf die Kräfte bezüglichen 
Bedingungen werden dann dadurch dargestellt, dass man die 
Kräfte der übrigbleibenden Arten ^r + i» ^r+2 ^^- verschwin- 
den lässt. Wenn 1^ -|- A^ sich auf irgend eine andere 
Oonfiguration des Systems bezieht und ^ -|- A^ die ent- 
sprechenden Kräfte sind, so müssen wir annehmen, dass At^i, 
Ai^2 eto» ^is A^/'r sämmtlich verschwinden. Daher verschwin- 
den für die ersten r Indices A^ und für die übrigbleibenden 
Indices die Grössen W. Demnach ist 27 ?P*. /\ip gleich Null 
und daher auch 2 /S.^ .ilf gleich Null. Hieraus: 

2 AF=2;A^.At(' (1). 

Diese Gleichung beweist, dass, so wie die gegebenen Ver- 
schiebungen auf einem andern wie dem vorgeschriebenen Wege 
gemacht werden, die potentielle Energie um die Energie der 
Differenz der beiden Configurationen wächst. 

Mittelst dieses Satzes können wir die Wirkung irgend 
einer Verringerung in der Steifigkeit eines gegebenen Ver- 
schiebungsbedingungen unterworfenen Systems auf V bestim- 
men. Denn wenn nach einer Aenderung der Steifigkeit die 
ursprüngliche Gleichgewichtsconfiguration ins Auge gefasst 
wird, dann ist nach Annahme der dieser letztern entsprechende 
Werth von V geringer wie vorher ; ferner wird , wie wir eben 
gesehen haben, noch eine weitere Verringerung in dem Werth 
von V vor sich gehen , wenn das System unter den veränder- 
ten Bedingungen zum Gleichgewicht übergeht. Daher schlies- 
sen wir, dass eine Verringerung von V als eine Function der 
Coordinaten ebenso eine Verringerung in dem wirklichen 
Wei-the von V in sich schliesst, wenn ein System gegebene 
Verschiebungen erleidet. Es ist aber leicht verständlich, 
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dass in einzelnen Fällen die erwähnte Verminderung verschwin- 
den kann ^). 

Wenn z. B. ein Punkt einer an beiden Enden eingeklemm- 
ten Stange seitlich um einen kleinen Betrag durch eine dort 
angebrachte Kraft verschoben wird, so wird die potentielle 
Energie der Deformation durch jede Verminderung (wenn auch 
nur von localer Natur) der Steifigkeit der Stange verringert. 

75 (T. 195). Der zweite Satz bezieht sich auf ein durch 
gegebene Kräfte verschobenes System; er behauptet, dass 
in diesem Falle der Werth von F im Gleichgewicht grösser 
ist, als er für jede andere Configuration sein würde, in welcher 
das System unter Wirkung der gegebenen Kräfte bloss durch 
Gebundenheit in Ruhe erhalten werden könnte. Wir werden 
sehen , dass die Entfernung der Gebundenheit den Werth von 
F steigert. 

Die Coordinaten mögen so gewählt sein, dass die Bedin- 
gungen der Gebundenheit ausgedrückt werden durch: 

^1 = 0, 1/^2 = 0, . . . 1/;^ = ..... (1). 

Wir haben dann zu beweisen, dass, bei gegebenen ^r+ij 
^r + 2 6tc., F den kleinsten Werth hat, wenn die Bedingun- 
gen (1) erfüllt sind. Wird die zweite Configuration wie vor- 
her durch ^1 -f- A?^i etc. bezeichnet, so sehen wir wieder, 
dass ^ für die Indices bis r inclusive verschwindet, und für 
höhere Indices ebenso A?**. Daher ist: 

und deshalb: 

2AF = 2;A^.A^ (2). 

Diese Gleichung zeigt, dass das der Entfernung der Ge- 
bundenheit zu verdankende Wachsthum von F gleich ist der 
potentiellen Energie des Unterschiedes der beiden Configu- 
rationen. 



*) Man gehe eine Arbeit nach über: General Theorems relating 
to Equilibrium and Initial and Steady Motions. Phil. Mag. März 1875. 

7* 
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76 (T. 310 und 313). Wir gehen nun zu der. Unter- 
suchung der Anfangsbewegung eines Systems über, welches 
unter der Einwirkung von gegebenen Impulsen aus seiner 
Ruhe heraustritt Die hierdurch erhaltene Bewegung ist un- 
abhängig von irgend einer potentiellen Energie, welche das 
System besitzen mag, wenn es wirklich verschoben wird, da 
wir nach der Natur eines Impulses nur mit der Anfangsconfi- 
gnration selbst zu thun haben. Die Anfangsbewegung ist dem- 
nach unabhängig von irgend welchen Kräften einer endlichen 
Art, mögen dieselben nun von aussen auf das System wirken, 
oder von der Natur der Viscosität sein. 

Sind P, Q, R die parallel den Coordinatenaxen gehenden 
Componenten der Impulse auf ein Theilchen von m, dessen 
rechtwinklige Coordinaten x^ y^ e sind, so haben wir nach 
D'Alembert's Princip: 

2:m{x8x^^y + iSz)=E{PSx^Q8y-{-Biz) . (1), 

worin x, y, ^ die von dem Theilchen in Folge der Einwirkung 
der Impulse erlangten Geschwindigkeiten bezeichnen, und da?, 
Sy^ Sz jeder beliebigen Verschiebung des Systems entsprechen, 
welche die Verbindung der Theile desselben nicht zerstört. 
Wir gehen darauf aus, Gleichung (1) in eine Gleichung umzu- 
formen, welche die verallgemeinerten von einander unabhän- 
gigen Coordinaten enthält. 

Für die linke Seite erhalten wir: 






+ 



^, dT , ^, dT , 

worin angenommen wird, dass T, die kinetische Energie des 
Systems, als Function von ^i, f^ ausgedrückt ist 
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Auf der rechten Seite erhalten wir: 
2J (Pdx + qSy + Biz) 

= li«JV'i + ^iHi + (3), 



• • • • 



wenn: 



\ dil^i ^ ^ difi ' di^i/ ^^ 
Die transformirte Gleichung lautet also: 

worin jetzt di^i, d^g etc. vollständig von einander unabhängig 
sind. Daher haben wir, um die Bewegung zu bestimmen: 

• dT y dT y ,^. 

#; = ^^'#;==^^'*' ^^^' 

worin |i, {3 etc. als die allgemeinen Impulscomponenten auf- 
gefasst werden können. 

77. Da T eine homogene quadratische Function der all- 
gemeinen Coordinaten ist, so können wir setzen: 



woraus : 

dT 

#1 

dT 

f 2 = TJ- = «21^1 + «22^2 + «23V'3 + 



• • • 



l. . (2), 



die Coefficienten «r« und a^r haben hier denselben Werth. 
Aus der Form von T folgt weiter : 
^r^ . dT , , dT , 

= Ml + ll^2 + (3). 

Die Theorie der Anfangsbewegung ist sehr nahe ver- 
wandt mit der Theorie der Verschiebung eines Systems aus einer 
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Configuration von stabilem Gleichgewicht durch stetig einwir- 
kende Kräfte. In der vorliegenden Theorie besitzt die an- 
fängliche kinetische Energie T dieselben Beziehungen zu den 
Geschwindigkeiten und Impulsen, welche in der frühern Theo- 
rie V zu den Verschiebungen und Kräften hatte. In einer Hin- 
sicht ist die Theorie der Anfangsbewegungen die vollständi- 
gere, in so weit als T genau eine homogene quadratische Func- 
tion der Veränderlichen ist, während für F im Allgemeinen 
dieses nur angenähert gültig ist 

Wenn -^i, ^2? • • •» li? ^25 • * • einen Satz von Geschwin- 
digkeiten lind Impulsen für ein aus der Ruhe aufgestörtes 
System bedeuten, und ^1', ^2') • • •> Si' ^2\ • • • einen zwei- 
ten Satz, so kann, wie in §. 72, die folgende reciproke Rela- 
tion bewiesen werden: 

iiiPi + fe'V'» + . . . = iiV-i' + 12^*2' + . • im- 

Dieser Satz gestattet interessante Anwendungen auf die 
Bewegungen von Fluida's. Es ist bekannt und wird überdies 
später im Fortlaufe dieser Untersuchungen noch näher bewiesen 
werden, dass die Bewegung einer reibungslosen incompres- 
siblen Flüssigkeit, welche aus der Ruhe in die Bewegung über- 
geht, eine derartige ist, dass ihre Geschwindigkeitscomponen- 
ten in jedem Punkte die entsprechenden Differentialquotienten 
einer gewissen Function sind, welche das Geschwindigkeits- 
potential genannt wird. Die Flüssigkeit möge in Bewegung 
gesetzt werden durch eine beliebig vorgeschriebene Deforma- 
tion der Oberfläche S eines in der Flüssigkeit eingeschriebenen 
Raumes. Die resultirende Bewegung wird bestimmt durch die 
Geschwindigkeiten in der Normale der Elemente von S, welche 
auch den mit diesen Elementen in Berührung stehenden Thei- 
len der Flüssigkeit zukommen. Es werden diese Geschwin- 

digkeiten bezeichnet mit — , wenn u das Geschwindigkeits- 
potential ist, welches, physikalisch interpretirt, den Druck- 
impuls bezeichnet. Wenn daher v das Geschwindigkeitspoten- 



1) Thomson und Tait, §. 313 (/). 
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tial einer zweiten Bewegung ist, welches einem andern Satz 
von beliebigen Oberflächen - Geschwindigkeiten — entspricht, 
so haben wir nach unserm obigen Satze: 

ff" t '^ =ff' ^: " <^). 

— eine Gleichung, welche sich unmittelbar aus dem Green'- 
schen Satze ergiebt, wenn ausser S nur befestigte Körper in 
dem Fluidum versenkt sind. Die hier uns vorliegende Me- 
thode setzt uns nun in den Stand, ihm eine viel grössere All- 
gemeinheit zu geben. Z. B. kann es den eingetauchten 
festen Körpern, anstatt befestigt zu sein, allen oder nur theil- 
weiße gestattet sein, die ihnen von dem Drucke des Fluidums 
ertheilten Bewegungen anzunehmen. 

78. Ein specieller Fall des allgemeinen Satzes ist beson- 
derer Erwähnung werth. Bei der ersten Bewegung möge sein: 

^1 = ^, -02 = 0, I3 = I4 = lö = 0; 

und bei der zweiten: 

^/ = 0, ^^2' = A I3' = I4' = I5' . . . . = 0. 
Dann ist: 

Il' = l2 (1). 

In Worten heisst dies Folgendes: Wenn mittelst eines 
zweckmässigen Impulses der entsprechenden Art einem System 
eine gegebene beliebige Geschwindigkeit einer Coordinate er- 
theilt wird, so ist der einer zweiten Coordinate entsprechende 
Impuls, welcher nöthig ist, um einer Aenderung dieser Coordi- 
nate vorzubeugen, derselbe, der zu demselben Zwecke für die 
erste Coordinate erforderlich wäre, wenn die gegebene Ge- 
schwindigkeit der zweiten Coordinate ertheilt wäre. 

Als einfaches Beispiel nehmen wir zwei Kugeln A und B^ 
die in eine Flüssigkeit versenkt sind und deren Mittelpunkte 
sich frei nach gewissen Linien bewegen können. Wenn A in 
eine Bewegung mit einer gewissen Geschwindigkeit versetzt 
wird, so wird B sich natürlich eben so zu bewegen anfangen. 
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Der obige Satz sagt aus, dass der zur Verhinderung der Be- 
wegung von B erforderliche Impuls derselbe ist, als wenn Ä 
und B ihre Functionen ausgetauscht hätten; und dieses gilt 
sogar, wenn auch noch andere starre Körper C, 2) etc., in dem 
Fluidum sich befinden, mögen dieselben nun fest, oder (im 
Ganzen oder nur theilweise) frei beweglich sein. 

Der Fall von sich gegenseitig durch Induction beeinflus- 
senden electrischen Strömen ist genau ähnlich. Nehmen wir 
zwei Stromkreise A und B^ in deren Nachbarschaft irgend 
eine Zahl von anderen Drahtkreisen oder festen Conductoren 
sich befinden mögen. Wenn ein Strom plötzlich in den Strom- 
kreis Ä entwickelt wird, so ist der in B inducirte elektromo- 
torische Impuls derselbe, als wie der, welcher in A entwickelt 
wäre, wenn der Strom zunächst in B als primärer ent- 
wickelt wäre. 

79 (T. 311). Die Bewegung eines Systems, welchem ge- 
gebene willkürliche Geschwindigkeiten mittelst der dazu noth- 
wendigen Impulse entsprechender Art ertheilt werden, besitzt 
eine von Thomson entdeckte bemerkenswerthe Eigenschaft. 
Die Bedingungen zu derselben sind, dass ^i, ^2» ^3 • • • • V^r 
gegeben sind, während fr+i» |r + 2 • • • • verschwinden. Es 
mögen V'i» V2» • • • •» li? S2? ^tc. der thatsächlichen Bewegung 
entsprechen; sodann mögen entsprechen: 

^1 + A^i, V2 + A^2, . . . Si + Afi, I2 + AI3 . . . 

einer andern Bewegung, welche dieselben Gesch win digkeits- 
bedingungen erfüllt. Für jeden Index verschwindet also ent- 
weder A^ oder J. Nun haben wir für die kinetische Ener- 
gie der zuletzt angenommenen Bewegung: 

2(r+ Ar) = (|i + All) (v»! + A^i) 4- ••• 
= 2r+|iAv>i + l!,A^, + - 

+ Ali.^i + A|,.f, + ••• + AliA^i + AI2 Ai(>ä + ••• . 
Nach der reciproken Relation (4) des §.77 haben wir nun: 

liAV»! + • • • = Ati .i>i + • • •; 
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die linke Seite ist aber nach Annahme Null, daher ist: 

2 AT= AliAv^i + AI2 A^2 + . . . (1). 

Diese Gleichung zeigt, dass die Energie der zuletzt an- 
genommenen Bewegung die der ersten wirklich vorhandenen 
Bewegung um die Energie der Bewegung übertrifft, welche mit 
der letztern verbunden werden muss, um die erstere zu geben. 
Die wirklich dem System inducirte Bewegung hat daher weniger 
Energie wie irgend eine andere, welche denselben Geschwin- 
digkeitsbedingungen genügt. In einem der folgenden Capitel 
werden wir von dieser Eigenschaft Gebrauch machen , um für 
die Energie eines Systems, das mit vorgeschriebenen Geschwin- 
digkeiten in Bewegung gesetzt wird, eine obere Grenze zu finden. 

Wenn irgend eine Verminderung in der Trägheit irgend 
welcher Theile des Systems eintritt, so unterliegt die vorge- 
schriebenen Geschwindigkeitsbedingungen entsprechende Be- 
wegung im Allgemeinen einer Aenderung. Der Werth von 
T ist noth wendiger Weise kleiner wie vorher; denn es wird 
schon eine Abnahme stattfinden, selbst wenn die Bewegung 
ungeändert bliebe, mithin wird die Abnahme im Werthe von 
T um so stärker eintreten, wenn die Bewegung der Art 
ist 5 dass durch dieselbe T bei gleich bleibender Trägheit zu 
einem absoluten Minimum gemacht wird. Umgekehrt stei- 
gert jeder Zuwachs in der Trägheit den anfanglichen Werth 
von T. 

Dieser Satz ist analog dem aus §. 74. Der dem Satz aus 
§. 75, welcher sich auf die potentielle Energie eines durch ge- 
gebene Kräfte verschobenen Systems bezieht, analoge Satz für 
Anfangsbewegungen ist der Bertrand'sche Satz; derselbe 
kann folgendermaassen ausgesprochen werden: — Wenn ein 
System unter der Wirkung gegebener Impulse aus der Ruhe 
übergeht in Bewegung, so übertrifft die kinetische Energie der 
wirklichen Bewegung die irgend einer andern Bewegung^ zu 
welcher das System unter Beihülfe von blossen Gebundenhei- 
ten gefuhrt werden kann, um die kinetische Energie der Diffe- 
renz der Bewegungen 1). 



1) Thomson und Tait, §. 311. Phil. Mag. März 1875. 
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80 (T. 293). Wir wollen nicht länger mit grösserer Aus- 
führlichkeit bei dem Mechanismus eines, Impulsen unterworfenen 
Systems verweilen, sondern zur Untersuchung von Lagrange's 
Gleichungen für continuirliche Bewegungen übergehen. Dazu 
nehmen wir an, dass die die Theile des Systems an einander 
bindenden Beziehungen nicht explicite Functionen der Zeit 
sind; diejenigen Fälle von erzwungenen Bewegungen, welche 
wir zu betrachten haben werden , gehören , wie sich speciell 
zeigen wird, in den Rahmen dieser Untersuchung. 

Nach D'Alembert's Princip in Verbindung mit dem 
Princip der virtuellen Geschwindigkeit haben wir: 

Um(wdx + ydy + gdz) = 2{Xdx+Ydy + Zöj!i). . . (1), 

worin öx, dy, da eine Verschiebung des Systems bedeutet 
von der allgemeinsten möglichen Art, jedoch mit der Voraus- 
setzung, dass keine Verletzung des Zusammenhanges der 
Theile des Systems Statt findet. Da die Verschiebungen der 
einzelnen Theile des Systems gegenseitig in Beziehung zu ein- 
ander stehen, so sind 8x.., nicht von einander unabhängig. 
Unsere augenblickliche Aufgabe besteht nun darin, die Glei- 
chungen in andere Variablen i^i, 1^2 • • • zu transformiren, welche 
von einander unabhängig sein sollen. Wir haben ; 

xdx = — (xdx) = - dx^^ 
so dass: 

i:m(ädx + ydy -{- ^äz) = ^' Umixdx + ydy + ^8z) -^ 8 T. 

In §. 76 haben wir aber schon gefunden: 
2m (x8x -\- pdy + ^80) = -—- ö^i + -— - dtf^j + • • •, 
während: 

^^=1^**^ + 1^*^^ + •••' 

wenn T als eine quadratische Function von '0i, "03 . . . aus- 
gedrückt wird, deren Coefficienten im Allgemeinen Functionen 
von ^1, ^3 . , . sind. Demnach: 
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dt \dpi *^V dt \di)J ^^ ^ d^i ^^' 
in so weit, als ist: 



^*^^ = *le^^- 



Demnach haben wir: 

^»(*»'+s«»+'»'=Ib(js)-J^I*'" 

• +ii.Q-iii'*'+ • ■ <^'- 

Daher erhält man, wenn die Transformation der rechten 
Seite von (1) giebt: 

SiXdx + Yöy + Zdjs) = ^1*^1 + ^2*1^2 + . (3). 

Bewegungsgleichungen von der Form; 

dt \d^) dil> ^ ^' 

Da Wdil> die auf das System während einer Verschiebung 
8 ^ ausgeübte Arbeit bezeichnet, so kann 'P* als die allgemeine 
Kraftcomponente aufgefasst werden. 

Bei einem conservativen System ist es zweckmässig, von 
W die Theile zu trennen, welche nur von der Configuration 
des Systems abhängen. Bezeichnet F die potentielle Energie, 
so können wir darnach schreiben: 

d^(äT\_d_T dV_ 

dt \drl)J dif ^ di^ ^ ^' 

wo ^ auf diejenigen auf das System wirkende Kräfte begrenzt 

dV 
ist, denen nicht schon in dem Glied — Rechnung getragen wird. 

81. Es giebt noch eine andere Gruppe von Kräften, 
deren Vorhandensein im Speciellen zu erkennen oft von Vor- 
theil ist, das sind die aus der Reibung oder Zähigkeit 
stammenden Kräfte. Wenn wir annehmen , dass jedes Theil- 
chen des Systems verzögert wird durch Kräfte proportional 
den Geschwindigkeitscomponenten , so wird die Wirkung die* 
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ser Verzögerung in der Fundamentalgleichung (1) des §. 80 
sich in der Hinzufugung auf der linken Seite von Gliedern: 

zeigen, worin x^r, Xy, x^ Coefficienten vorstellen, die unabhängig 
von der Geschwindigkeit, aber möglicher Weise abhängig von 
der Configuration des Systems sind. Die Transformation auf die 
unabhängigen Coordinaten ^i, ^2 etc. wird auf ähnliche Weise 
ausgeführt, wie die oben §. 80 gegebene Transformation von: 

Sm (xöx + pSy + ^60) 
und giebt: 

|^,^, + |Z,^, + f^)' 

wenn : 

F ist, wie wohl zu bemerken ist, gleich T eine homogene 
quadratische Function der Geschwindigkeiten, positiv für alle 
reellen Werthe der Veränderlichen. F stellt den halben Be- 
trag der Energie dar, welche zerstreut wird. 

Die obige Untersuchung bezieht sich auf verzögernde 
Kräfte, die den absoluten Geschwindigkeiten proportional sind; 
es ist indess eben so wichtig, diese Kräfte als abhängig von 
den relativen Geschwindigkeiten der Theile des Systems 
anzunehmen, und glücklicher Weise kann dieses ohne irgend 
welche vergrösserte Complicirtheit geschehen. Z. B. wird, 
wenn eine Kraft proportional Xi — X2 auf das Theilchen Xi 
wirkt, dieselbe Kraft zu gleicher Zeit in gleicher Grösse aber 
entgegengesetzter Richtung auf das Theilchen x^ einwirken. 
Das in der Fundamentalgleichung hinzutretende Glied hat 
die Form: 

^x (i^i — ±2) Sx + x^ (±2 — Xi) 8x2^ 
welches geschrieben werden kann: 

Xa: (±1 — ig) d (Xi — X2) = dt^ — |- X^ (±1 — ±2)^ + • • •, 
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und in dieser Weise weiter für jedes Paar sich gegenseitig 
beeinflussender Theile. Die einzige Wirkung besteht in der 
Hinzufugung von neuen Gliedern zu F^ welche gleichfalls in 
der Form (2) i) auftreten. Wir werden sofort sehen , dass die 
Existenz der Function F^ welche die Zerstreuungsfunction 
genannt werden kann, gewisse Beziehungen über die Coefficien- 
ten der allgemeinen Schwingungsgleichung in sich schliesst, 
welche wichtige Consequenzen nach sich zieht 2). 

Wenn nun auch bei einer wichtigen Classe von Fällen 
die Wirkungen der Zähigkeit durch eine Function F dargestellt 
werden, so bleibt doch noch die Frage offen, ob eine solche 
Darstellungsmethode in allen Fällen anwendbar ist. Ich halte 
es für wahrscheinlich, dass sie stets anwendbar ist; es ist in- 
dessen klar, dass wir nicht erwarten dürfen, irgend eine all- 
gemeine Eigenschaft der Zähigkeitskräfte beweisen zu können, 
wo wir keine genaue Definition besitzen, welche uns in den 
Stand setzen könnte, mit Sicherheit zu entscheiden, welche 
Kräfte Zähigkeitskräfte sind und welche nicht. In manchen 
Fällen reichen Symmetriebetrachtungen hin, um zu beweisen, 
dass die vorhandenen verzögernden Kräfte als Differential- 
quotienten einer Zerstreuungsfunction dargestellt werden kön- 
nen. Jedenfalls haben wir dann, ob nun die verzögernden 
Kräfte proportional der absoluten oder der relativen Geschwin- 
digkeit der Theile des Systems sind, Bewegungsgleichungen 
von der Form ; 

dt \dfj dxl; dp dtl^ ^ ^ 

82 (337). Wir können jetzt die Bedingung einführen, 
dass die Bewegung in der unmittelbaren Nachbarschaft einer 



1) Die im Texte auftretenden Differenzen können natürlich bei 
einem in continuirlicher Weise deformirten Körper in Differentialquo- 
tienten übergehen. 

2) Die Zerstreuungsfunction tritt, so weit ich es wenigstens 
weiss, zuerst in einem Aufsatz auf über: General Theorems relating 
to Vibrations, welcher in den Proceedings of the Mathematical Society, 
Juni 1873, veröffentlicht ist. 
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Configuration von vollkommenem stabilen Gleichgewicht statt- 
findet; T und F sind dann homogene Functionen der Ge- 
schwindigkeiten mit Coefficienten, welche als Constante zu 
behandeln sind ; F ist eine ähnliche Function der Coordinaten 
selbst, vorausgesetzt, dass (wie wir es annehmen) der An- 
fangs werth jeder Coordinate als der Gleichgewichtsconfiguration 
entsprechend genommen wird. Ueberdies sind alle drei Func- 

dF 
tionen wesentlich positiv. Da die Glieder von der Form -r- 

von der zweiten Ordnung in Bezug auf kleine Grössen sind, 
so werden die Bewegungsgleichungen linear, indem sie die 
Form annehmen: 



-( 
dt \ 



eZ /^X ^ dF 

d^)) ^ df^ d'^ ^^' 



hier sind in W alle Kräfte eingeschlossen, welche auf das 
System wirken und nicht schon durch die Differentialquotien- 
ten von F und V vorweg genommen sind. 

Die drei quadratischen Functionen lassen sich in folgen- 
der Weise ausdrücken: 



^=2«ii'^i^ +2^22'^2*+ ••• + 012 "01^2 + •••! 






(2), 



hier sind die Coefficienten a, 5 und c Constante. 

Aus Gleichung (1) können wir natürlich wieder auf frü- 
here Resultate kommen , wenn wir F und V oder F und T 
verschwinden lassen. 

Ein dritter Satz von Theoremen, die bei der Anwendung 
in der Electricitätslehre von Interesse sind, können erhalten 
werden, indem wir T und F verschwinden lassen, während F 
bleibt; indess hat es keinen Zweck, diesen Gegenstand hier 
weiter zu verfolgen. 
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Setzen wir die Werthe von T, F und V ein und schreiben 

D für — , so erhalten wir ein System von Gleichungen, das in 

die Form gebracht werden kann : 

^21*1 4- ^22^2 + ^23 ^3 + ' * ' = '^2 

en ^1 + ^32 ^2 4- ^33 ^3 + • • • = '-P3 



(3), 



worin ers die folgende Operation von der zweiten Ordnung: 

ers = arsJ)'^ + hrsB + Crs (4) 

bedeutet. 

Es muss besonders hervorgehoben werden, dass, weil: 

auch folgt: 

. • - (5). 



r« ^«r 



83. Bevor wir weiter gehen, können wir eine wichtige 
Folgerung aus der linearen Form unserer Gleichungen zie- 
hen. Wenn zwei durch ^i , ?^2 • • • > ^i'> ^^2' • • • bezeichnete 
Bewegungen , entsprechend den beiden Sätzen 'von Kräften 
^1, W^ . . ., Wi\ W^' . . ., möglich sind, dann muss in Verbin- 
dung mit der Kraft ^1 + ^1', ^3 -f ^j' . . . auch die Be- 
wegung ^1 + ^1', ^2 +• ^2' • • •• möglich sein. Als specieller 
Fall ergiebt sich daraus, wenn keine ä,üsseren Kräfte vorhan- 
den sind: die Uebereinanderlagerung von irgend zwei natür- 
lichen Schwingungen bringt ebenfalls eine natürliche Schwin- 
gung hervor. Das ist das berühmte Princip der Coexistenz 
kleiner Bewegungen, das zuerst in klarer Weise von 
Daniel Bernoulli ausgesprochen wurde. Es ist dahin zu 
verstehen, dass seine Richtigkeit im Allgemeinen abhängt von 
der Berechtigung der Annahme, dass die Bewegung so klein 
ist, dass ihr Quadrat vernachlässigt werden kann. 

84. Um die freien Schwingungen zu untersuchen, müssen 
wir ^P*!, ^2j • • • gleich Null setzen; wir wollen beginnen mit 
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einem System, auf welches keine Reibungskräfte wirken, für 
welches also die Coefficienten Cr« etc. gerade Functionen des 
Symbols D sind. Wir haben: 



(!)• 



Aus diesen Gleichungen, von denen so viele (m) vorhan- 
den sind, als das System Grade von Freiheiten besitzt, wollen 
wir alle Variabein ausser einer eliminiren. Das Resultat, das 
dieselbe Form hat, welches auch, die zurückbehaltene Coordi- 
nate sein mag, kann geschrieben werden: 

V^ = (2), 

worin \/ die Determinante bedeutet: 



^21) ^2? ^3 
^3l5 ^32? ^33 



(3). 



Diese Determinante ist (wenn keine Reibung vorhanden 
ist) eine gerade Function von 2) vom 2 m ten Grade. Es seien 

i^i> i ^2 • • •» i^w» ^^® Wurzeln von ^7 = 0, wenn wir 
letztere Gleichung als Gleichung far D auffassen. Dann ist 
nach der Theorie der Differentialgleichungen der allgemeinste 
Werth von ^: 

il; = Ae^i* + A'e-^i' + Bs^^' + B's-^^ + . . (4), 

worin die 2 m Grössen J., -4', 5, J5',etc. willkürliche Constanten 
sind. Diese Form ist far jede der Coordinaten gültig, die 
Constanten in den verschiedenen Ausdrücken sind aber nicht 
von einander unabhängig. In der That, wenn eine particuläre 
Lösung ist: 

^1 = -lif^i', ^2 = -^aC^i' etc., 

so sind die Verhältnisse der Constanten Äi : Ä^ : Ä^ - * ' 
vollkommen bestimmt durch die Gleichungen: 

^11-^1 + «12^2 + «13^3 + • • • = 0| 

^21^1 + ^22-^2 + «23^3 + • • • = Oj • • • (5), 
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in denen in jedem der Coefficienten von der Form ^r« für 2> 
eingesetzt ist A^. Die Gleichungen (5) sind wegen der Bedin- 
gung, dass kl eine Wurzel von ^ = ist, nothwendiger 
Weise mit einander verträglich. Die Verhältnisse Äi : Ä^' : A^* . . ., 
welche der Wurzel — Ai entsprechen, sind dieselben wie die 
Verhältnisse ^i ? il2 : -A3...; für die ancferen Wurzelpaare A2, 
— A3 etc. existiren aber von einander verschiedene Systeme 
von solchen Verhältnissen der Coefficienten A. 

85. Die Natur des Systems, mit welchem wir zu thun 
"haben, beschränkt in einer höchst wichtigen Weise die über- 
haupt möglichen Werthe von A. Wenn Ai reell wäre, so würde 
entweder Ai oder — Aj reell und positiv sein; wir würden dann 
eine particulare Lösung erhalten , für welche die Coordinaten 
und mit diesen die durch: 

h.' {^ oii^i' + • • • + «13^1^ + • • •} e^'*" 

ausgedrückte kinetische Energie ohne Grenzen wachsen. Solch 
eine Bewegung ist augenscheinlich unmöglich fär ein conserva- 
tives System (T. 271), dessen ganze Energie sich doch niemals 
von der Summe der potentiellen und kinetischen Energieen, 
durch welche es bei dem Uebergang in die Bewegung fort- 
getrieben wurde, unterscheiden kann. Dieser Schluss wird 
nicht vermieden, wenn wir Ai negativ nehmen; denn wir kön- 
nen die Bewegung eben so gut rückwärts wie vorwärts verfol- 
gen. Es ist eben so sicher, dass die Bewegung niemals un- 
endlich war, wie sie nie unendlich sein wird. Dasselbe 
Argument schliesst die Möghchkeit eines complexen Werthes 
von A aus. 

Wir schliessen hieraus, dass alle Werthe von A rein ima- 
ginär sind, indem sie reellen negativen Werthen von A^ 
entsprechen. Analytisch muss die Thatsache, dass die Wur- 
zeln von y = 0, diese Gleichung als öleichung för D^ auf- 
gefasst, alle reell und negativ sind, eine Consequenz der Be- 
ziehungen sein, welche zwischen den Coefficienten an, «13 . • ., 
Cii, C13.. . . wegen der Thatsache bestehen, das T und F für 

Bayleigh, Theorie des Schalles. 3 
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alle reellen Werthe der Variabein positiv sind. Der Fall von 
zwei Graden der Freiheit wird später ausfohrlicher behan- 
delt werden. 

86. Die Form der Lösung können wir ünn vortheilhaft 

umgestalten, indem wir far A^ schreiben itii (wobei i== V-— l) 
und dann neue willkürliche Conetante nehmen. Wir erhalten so : 

ti '=AiC08(nit — a) + BiCos(n2t — /}) + CiCos(nzt — y) + • 
^3 = A2 co3(ni t — a)-\-B2 cos(n2 1 — ß)-{' C2 cos{n^t — y) + • 
^3 = A^ co8(ni t — «) + ^3 co8{n2 1 — /S) + C3 cos(n^ t — y) + ■ 



XI) 



worin Wi', W2^ die m Wurzeln sind der Gleichung mten Grades 
für w^, die wir erhalten, wenn wir in \7 = iiir D^ schreiben 
— n*. Für jeden Werth von n sind die Verhältnisse ^1 : ^2 • 4» • • • 
bestimmt und reell. 

Dieses ist die vollständige Lösung des Problems der freien 
Scliwingungen eines conservativen Systems. Wir sehen, dass 
die ganze Bewegung aufgelöst werden kann in m normale har- 
monische Schwingungen von (im Allgemeinen) verschiedenen 
Perioden; jede dieser Schwingungen ist ganz unabhängig von 
den anderen. Ist die von der ursprünglichen Verschiebung ab- 
hängende Bewegung der Art, dass sie selbst sich auf eine von 
diesen Schwingungen (etwa Wi) reducirt, so haben wir: 

^1 = Ai cos{ni t — a), ^2 = A2 cos (ui t — a) etc. . (2), 

worin die Verhältnisse ^1 : -^a : A3 . . . von der Constitution des 
Systems' abhängen und nur die absolute Amplitude und Phase 
willkürlich sind. Die verschiedenen Coordinaten befinden 
sich stets in ähnlichen (oder entgegengesetzten) Schwingungs- 
phasen; alle Theile des Systems befinden sich zu gleicher Zeit 
in der Configuration des Gleichgewichts. 

Wir bemerken hier den mechanischen Grund für das 
üeberwiegon der harmonischen Schwingungen. Ist die Be- 
wegung hinreichend klein, so werden die Differentialgleichnn- 
gen linear mit constanten Coefficienten; nun sind aber Kreis- 
(und Exponential-) Functionen, die einzigen, welche bei' der 
Differeuüatiou ihren Typus beibehalten. 
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87 (T. 337). Die m Schwingungsperioden, welche durch 
die Gleichung ^ = bestimmt werden, sind Grössen, die dem 
System eigenthümlich sind und welche sich daher stets in der- 
selben Grösse ergeben müssen, was für Coordinaten man auch 
zur Bestimmung der Configuration des Systems wählen mag. 
Es giebt indess ein Coördinatensystem , welches besonders 
zweckmassig ist, nämlich dasjenige, bei welchem die Normal- 
schwingungstypen durch das Verschwinden aller Coordinaten, 
mit Ausnahme einer einzigen, definirt werden. Für den ersten 
Typus haben die ursprünglichen Coordinaten ^i, i^j» etc. be- 
stimmte Verhältnisse; die Grösse, welche den absoluten Werth 
dieser Coordinaten bestimmt, sei ^i, so dass also in diesem 
Typus jede Coordinate ein bekanntes Vielfaches von q)i ist. 
Beim zweiten Typus kann ebenso jede Coordinate als ein be- 
kanntes Vielfache einer zweiten Grösse (p2 angesehen werden 
und so fort. Durch eine zweckmässige Bestimmung der m 
Grössen g)i, q)^^ etc. kann jede Configuration des Systems dar- 
gestellt werden als zusammengesetzt aus den m Configuratio- 
nen dieser Typen; daher können die Grössen q) selbst als 
Coordinaten angesehen werden, welche die Configuration des 
Systems bestimmen. Dieselben werden die Normal-Coordi- 
naten genannt. 

T und V reduciren sich, wenn sie in Werthen der Normal- 
coordinaten ausgedrückt werden , auf die Summe von Quadra- 
ten; denn es ist leicht einzusehen, dass wenn die Producte 
ebenfalls auftreten würden, die resultirenden Schwingungs- 
gleichungen nicht befriedigt würden, wenn man irgend welche 
m — 1 Coordinaten gleich Null setzt, während die übrig blei- 
bende endlich ist. 

Wir hätten mit dieser Transformation beginnen können, 
-wenn wir aus der Algebra den Satz entnommen hätten, dass 
alle homogenen quadratischen Functionen durch lineare Trans- 
formation auf die Summen von Quadraten transformirt werden 
können. Daher haben wir: 



8* 
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. . . . (1). 



Die Coefficienten (bei welchen die doppelten Indices nicht 
weiter nöthig sind) sind nothwendiger Weise positiv. 
Lagrange's Gleichung wird jetzt: 

»1^1 + Ci 9i = 0, a2 953 + ^39)2 = etc. . (2). 
Die Lösung derselben ist: 

g?i==-ä.cos(wi< — a), g)2 = JBcos(w3* — ^)etc. . (3), 
worin ul, jS . . ., (X, j3 . . . willkürliche Constante sind und 

»i^ = d : ai, n^^ == 03 : 03 etc. . . . . . (4). 

88. Die Interpretation der Bewegungsgleichungen führt zu 
einem sehr wichtigen Theorem, welches folgendermaassen 
ausgesprochen werden kann i). Die Periode eines conservativen 
Systems, das in einem Zustande von Gebundenheit um eine stabile 
Gleichgewichtslage schwingt, ist dem Werthe nach stationär, 
wenn der Typus ein normaler ist Wir können diesen Satz 
aus den ursprünglichen Schwingungsgleichungen beweisen; 
indessen ist es zweckmässiger, die Normalcoordinaten zu ge- 
brauchen. Die Gebundenheit, über deren Natur wir anneh- 
men wollen, dass sie nur einen Grad von Freiheit übrig lässt, 
wird dadurch dargestellt, dass wir die Grössen (p in bestimm- 
te,n Verhältnissen nehmen. 

Setzen wir: 

9i =^iö, 9)3 =ui3Ö, etc (1), 

so ist eine veränderliche Grösse und ^1, A^ etc. sind für 
eine gegebene Gebundenheit gegeben. 
Die Ausdrücke für T und V werden: 



1) Proceedings of the Mathematical Society, June 1873. 
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woraus sich, wenn proportional mit cospt ist, ergiebt: , 

V — a^Ai' + a,Ä,^ + . . . + a„,Äm^ ' ' ' ^''^' 
Diese Gleichung giebt die Periode der Schwingung des 
gebundenen Typus; es liegt auf der Hand, dass die Periode 
stationär ist — d. h. unabhängig von kleinen Aenderungen 
in der Gebundenheit — , wenn alle Coefficienten -äi, ^2 • • •» 
mit Ausnahme eines einzigen, verschwinden, d. h. wenn der 
Typus mit einem der dem Systeme natürlichen zusammenföUt 
und keine Gebundenheit erforderlich ist. 

Mit Hülfe dieses Theorems können wir beweisen, dass ein 
Zuwachs an Masse in irgend einem Theile des schwingenden 
Systems von einer Verlängerung aller natürlichen Perioden 
begleitet ist oder wenigstens, dass dabei keine Periode ver- 
kleinert werden kann. Nehmen wir an : der Zuwachs an Masse 
sei unendlich klein. Nach dieser Aenderung werden die Arten 
der freien Schwingung im Allgemeinen geändert sein; durch 
eine zweckmässig angebrachte Gebundenheit kann man es aber 
dahin bringen, dass das System irgend eine der früheren Arten 
wiedererhält. Wenn dieses geschehen ist, so ist es sicher, 
dass die Periode jeder Schwingung, welche eine Bewegung 
des Theiles enthält, dessen Masse zugenommen hat, verlängert 
ist. Nur in einem besondern Falle (wenn z. B. ein Gewicht 
auf den Knotenpunkt einer schwingenden Saite aufgesetzt 
wird) kann die Periode ungeändert bleiben. Das genannte 
Theorem gestattet uns nun, zu behaupten, dass die Entfernung 
der Gebundenheit und die sich daraus ergebende Aenderung 
der Schwingungsart die Periode nur um eine Grösse von der zwei- 
ten Ordnung beeinflussen, und dass deshalb bei unendlich kleiner 
Aenderung der Masse die freie Periode nicht geringer wie vor der 
Aenderung sein kann. Durch Integration folgern wir dann weiter, 
dass ein endlicher Zuwachs an Masse die Periode einer jeden 
Schwingung verlängert, welche eine Bewegung des Theiles ent- 
hält, dessen Masse geändert ist, und dass in keinem Falle die Pe- 
riode verringert werden kann ; um aber zu sehen, wie sich die bei- 
den Sätze von Perioden entsprechen, kann es nothwendig sein, vor- 
auszusetzen, dass die Aenderungen stufenweise gemacht werden. 
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* Umgekehrt mnss die Wirkung einer Entfernung eines 
Theiles der Maßse eines schwingenden Systems die sein, dass 
die Perioden aller freien Schwingungen verkürzt werden. 

In gleicher Weise können wir beweisen , dass die Perio- 
den der freien Schwingungen sämmüich wachsen, wenn das 
System eine solche Aenderung erfahrt, dass die potentielle 
Energie einer gegebenen Configuration vermindert wird, wäh- 
rend die kinetische Energie einer gegebenen Bewegung unge- 
ändert bleibt. Ebenso beweist sich das Umgekehrte dieser 
Behauptung. Dieser Satz kann manchmal dazu benutzt .wer- 
den, die Wirkungen einer Gebundenheit aufzusuchen. Denn 
nehmen wir an, dass die potentielle Energie irgend einer Con- 
figuration, welche die Bedingung der auferlegten Gebundenheit 
verletzt, allmälig wächst, so werden wir zu einem Zustand der 
Dinge kommen, bei welchem die betreffende Bedingung mit 
jedem nur gewünschten Grade von Genauigkeit erfällt ist. 
Während jedes Schrittes difeses Processes wird (im Allgemeinen) 
jede freie Schwingung rascher, eine Anzahl von freien Perioden 
(gleich den verlorenen Graden von Freiheit) werden unendlich 
klein. Wesentlich dasselbe Resultat kann erreicht werden, ohne 
dass die potentielle Energie geändert wird, wenn man voraus- 
setzt, dass die kinetische Energie irgend einer Bewegung, 
welche die betreffende Bedingung verletzt, ohne Grenzen wächst. 
In diesem Falle werden eine oder mehrere Perioden unendlich 
gross, die schliesslichen Perioden sind aber dieselben wie die, 
zu denen man gelangt wäre, wenn die potentielle Energie 
wächst, obgleich in dem einen Falle die Perioden durchweg 
gewachsen, und in dem andern verkleinert sind. Dieses Bei- 
spiel zeigt die Nothwendigkeit, die Aenderungen schrittweise 
zu machen; andernfalls würden wir die Correspondenz zweier 
Sätze von Perioden nicht verstehen. Weitere Illustrationen 
hierzu werden in dem Abschnitt von zwei Graden von Frei- 
heit ergeben. 

Mit Hülfe des Princips , dass der Werth der freien Perio- 
den stationär ist, können wir leicht Correctionen berechnen,- 
welche wegen irgend einer Abweichung des Systems von der 
theoretischen Einfachheit anzubringen sind. Nehmen wir zur 
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Berechnung der Periode zunächst an, das« die Art der Schwin- 
gung sich nicht geändert hat, nehmen also, wie wir uns der 
Kürze halber ausdrücken wollen, als hypothetische Schwingungs- 
art die, welche dem einfachen System zukommt, so unter" 
scheidet sich die so gefundene Periode von der wirklichen um 
Grössen, welche von den Quadraten der Unregelmässigkeiten 
abhängen. Im Verlaufe dieses Werkes werden sich verschie- 
dene Beispiele derartiger Berechnungen ergeben. 

89. Es bleibt jetzt noch ein anderer wichtiger Punkt 
zu erwähnen, der sich auf die Periode eines Systems, das 
in einem willkürlichen Typus schwingt, bezieht. Es geht aus 
Gleichung (2) des §. 88 hervor, dass die Periode der Schwin- 
gung, die irgend einem hypothetischen Typus entspricht, zwi- 
schen dem grössten und dem kleinsten Werth der dem System 
natürlichen Perioden liegt. Bei Systemen wie Saiten und 
Platten, welche so behandelt werden, als seien sie einer con- 
tinuirlichen Deformation fähig, giebt es keine kleinste natür- 
liche Periode ; wir können aber dann noch behaupten, dass die 
Periode, welche für irgend einen hypothetischen Typus berech- 
net wird, nicht grösser sein kann, wie die Periode, welche dem 
tiefsten Normaltypus zukommt. Wenn deshalb die Aufgabe 
vorliegt, die längste Eigenperiode eines Systems abzuschätzen 
mit Hülfe von Rechnungen, welche auf einem irgendwie ange- 
nommenen Typus begründet sind, so wissen wir a prigri^ dass 
das Resultat zu klein ausfallen wird. 

Bei der Wahl eines hypothetischen Typus muss man eine 
gewisse Kritik anwenden, da es die Aufgabe ist, dem genauen, 
wahren Sachverhalt so nahe wie möglich zu kommen, ohne ein 
zu grosses Opfer an Einfachheit. So kann für eine in einem 
Punkte schwer belastete Saite der betreffende Typus zweck- 
mässig dem extremen Fall einer unendlichen grossen Be- 
lastung, wobei die beiden Theile der Saite gerade sein würden, 
entnommen werden. Als ein Beispiel einer Berechnung die- 
ser Art, deren Resultat bekannt ist, wollen wir den Fall einer 
gleichförmigen Saite von der Länge l nehmen, die mit der 
Spannung Ti gespannt ist, und für dieselbe untersuchen, welche 
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Periode sich für bestimmte VoraussetzuDgen in Betreff des 
Schwingungstypus ergeben würden. 

Nehmen wir den Anfangspunkt der x in der Mitte der 
Saite; die Schwingungsourve sei auf der positiven Saite ge- 
geben durch: 

y = co8pt\\^(^'\ (!)• 

Auf der negativen Seite ist sie das Spiegelbild dieser in 

Bezug auf die y-Axe ; w ist nicht kleiner wie Eins. Diese Form 

« 

genügt der Bedingung, dass y verschwindet, wenn x •= -^ — h 

Wir müssen jetzt die Ausdrücke für T und Y bilden; es reicht 
hin, nur die positive Hälfte der Saite zu betrachten. Ist p die 
Längendichtigkeit, so ist: 

j 



T =i: j Qp^dx = 



2{n + 1) (2n + 1) 

V 

und: 



2 V \dxj (2n — 





Daraus ergiebt sich: 



cos'^pt 



^ 2n— 1 gl» ^ ^ 

Ist n = 1, SO schwingt die Saite, als wenn die Masse in 
ihrem Mittelpunkte concentrirt wäre. Hierfür ist: 

Ist n = 2, so wird die Form der Saite parabolisch; es 
ist hierfür: 

Der wahre Werth von p^ für den tiefsten Tvpus ist — =z^, 

so dass die Annahme einer parabolischen Form eine Periode 
giebt, welche in dem Verhältniss ä : VlÖ oder 0,9936 : 1 zu 
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klein ist. Das Minimam von p^y wie dasselbe sich aus (2) er- 
giebt, tritt ein, wenn n = — — = 1,72474 und giebt: 

1,» = 9,8990 A. 

Die Periode ist hierfür zu klein in dem Verhältniss von 



jr : y 9,8990 = 0,99851 : 1. 

Man sieht, dass hier in der Wahl der Typen ein beträcht- 
licher Spielraum ist, da selbst die extreme Annahme, dass die 
Saite als zwei gerade Stücke schvringt, eine Periode liefert, 
welche einen Irrthum von weniger als 10 Proc. giebt. Was 
für einen Typus wir auch wählen mögen, die von diesem be- 
rechnete Periode kann nicht grösser wie die richtige sein. 

90. Die strenge Bestimmung der Perioden und Typen 
der Schwingungen eines gegebenen Systems ist gewöhnlich 
eine mit grossen Schwierigkeiten verbundene Aufgabe, was 
daher rührt, dass die Functionen, welche nöthig sind, um die 
Schwingungsarten der meisten continuirlichen Körper auszu- 
drücken, bisher noch nicht analytisch aufgestellt werden konn- 
ten. Es ist daher oft nothwendig, auf die Annäherungsmetho- 
den zurückzugreifen, indem man das vorliegende System auf 
ein anderes der Analysis zugänglicheres bezieht und Correctio- 
nen dazu berechnet, welche auf der Annahme beruhen, dass 
der Unterschied zwischen den beiden Systemen klein ist. 
Das Problem der annähernd einfachen Systeme ist daher eins 
von grosser Wichtigkeit, noch besonders, weil es praktisch un- 
möglich ist, die einfachen Formen, welche wir am leichtesten 
behandeln können, in Wirklichkeit herzustellen. 

Wir wollen daher annehmen, dass die Schwingungen eines 
einfachen Systems ganz und gar bekannt sind und dass gefor- 
dert wird, die Schwingungen eines Systems aufzusuchen, das 
von jenem dadurch abgeleitet wird, dass man kleine Aenderun- 
gen in die mechanischen Functionen einfuhrt. Sind g^i, (p2y etc. 
die Normalcoordinaten des ursprünglichen Systems, so ist: 



122 SCHWINGENDE SYSTEME IM ALLGEMEINEN. 



F= 2 ci(pi^ + ^(hfP2^ + •• •; 

fär das variirte System, welches auf dieselben Coordinatön, die 
jetzt nur angenähert für dasselbe als Normalcoordinaten anzu- 
sehen sind, ergiebt sich: 






. . (1), 



in welchen Gleichungen tfan, 5 «12, ^^n, ^^12 etc. als kleine 
Grössen anzusehen sind. In gewissen Fällen können möglicher 
Weise noch neue Coordinaten auftreten; wenn das aber der 
Fall ist, so müssen die Coefficienten derselben klein sein. 
Aus (1) erhalten wir far die Bewegungsgleichungen von 
Lagrange (T. 329): 

+ ißanl)^ + ffci3)g?3 + ••• = 



{SüiiD^ 4- ^<h\)^>\ + («2 + Sa^^B^ + C2 4- ^C22)9>2 

+ (Ä 023 2)2 + 3023)9)3-1 = 



(2). 



In dem ursprünglichen System sind die Fundamental- 
Schwingungstypen diejenigen, welche der Variation nur einer 
Coordinate mit der Zeit entsprechen. Wir wollen unsere Auf- 
merksamkeit speciell auf einen diesör Typen richten, etwa auf 
den, welcher die Variation von €pr enthält, während alle übri- 
gen Coordinaten verschwinden. Die Aenderung in dem Systeme 
wird im Allgemeinen eine Aenderung in den Fundamental- 
oder Normaltypen einschliessen ; unter den angenommenen 
Umständen ist diese Aenderung aber klein. Der neue Nor- 
maltypus wird durch die gleichzeitige Variation der anderen 
Coordinaten, zusammen mit q>r^ ausgedi'ückt; es ist aber das 
Verhältniss jeder andern Coordinate 9, zu (pr klein. Wenn 
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diese Verhältnisse bekannt sind, dann ist die Normal-Schwin- 
gungsart des geänderten Systems bestimmt. 

Da die ganze Bewegung einfach harmonisch ist, so kön- 
nen wir annehmen, dass jede Coordinate sich wie cosprt ändert, 
und demnach in die Differentialgleichung fiir D' einsetzen — Pr^, 
In der sten Gleichung hat 9« den endlichen Coefßcienten: 

— asPr^ — dassPr^ + Cs + Äc„. 

Der Coefficient von q>r ist: 

— SarsPr^ + SCrt. 

Die anderen Glieder sind bei" der ersten Annäherung zu 
vernachlässigen, da sowohl die Coordinate (im Verhältnisse zu 
97^)9 sowie deren CoefBcient kleine Grössen sind. 

Daher ist : 



Cg — Pr (*8 



Kun ist: 

— asPs^ 4- c, = 0, 
und daher: 

das gesuchte Resultat. 

Wenn die kinetische Energie allein Variationen erfahrt, 
80 ist: 

'^' • '^' - 7^^=1? -^ ^^^- 

Der corrigirte Werth der Periode wird durch die rte 
Gleichung des Systems (2) bestimmt, welche bis jetzt noch 
nicht benutzt wurde. Wir können dieselbe schreiben: 

9r {— Pr^ttr — Pr^Sttrr + Cr + SCrr] 
+ 2; 9), (— Pr^ Öan + SCrs) = 0. 

Setzen wir für 9?, : 9?^ den in (4) erhaltenen Werth ein 
so erhalten wir: 

^« Cr + SCrr V. (SCrs — Pr^SUrsY .^. 

Pr^= i — T -Ä 7— r ^ . , (6), 
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Das erste Glied giebt den Werth von j)^*, wie er sich er- 
giebt, wenn man auf die Aenderung des Typus keine Rück- 
sicht nimmt. Es ist genügend genau, wie wir schon bewiesen 
haben, wenn das Quadrat der Aenderung in dem System ver- 
nachlässigt werden kann. Die Glieder, welche zusammen- 
gefasst sind unter dem Symbol 27, für welches die Summation 
für alle Werthe von s, mit Ausnahme des Werthes r, aus- 
gedehntist, giebt die Correction an, welche von der Aenderung 
des Typus herrührt, und sind von der zweiten Ordnung. Da a, 
und Ur positiv sind, so hängt das Vorzeichen jedes Gliedes ab 
von dem von Ps^ — Pr^. Ist Ps^ >> Pr\ d. h. ist die Schwingungs- 
art s rascher wie die Art r, so ist die Correction negativ und 
macht den berechneten Klang tiefer wie vorher; ist aber die 
Art s die tiefere, so erhöht die Correction den Klang. Bezieht 
sich r auf die niedrigste Schwingungsart des Systems, so wird 
die ganze Correction negativ; bezieht sich r auf die rascheste 
Schwingungsart, so wird die Correction positiv, wovon wir 
uns ja auch schon nach einer andern Methode überzeugten. 

91. Als ein Beispiel für die Anwendung dieser Formeln 
können wir den Fall einer gespannten Saite nehmen, deren 
longitudinale Dichtigkeit q nicht ganz constant ist. Wird x von 
dem einen Ende an gemessen, und ist y die transversale Ver- 
schiebung, so wird die Configuration zu irgend einer Zeit t 
ausgedrückt durch; 

. 7tx . . 27tx , . Stcx . ,^v 

y = (piSin — + (p2Stn— t-qp3Sm~y-+ . . . (1), 

l ist hier die Länge der Saite. 

qPi, g)2» ♦ • • siiid die Normalcoordinaten für 9 = Constans. 
Obgleich hier nun g nicht genau constant ist, so kann doch 
die Configuration des Systems mit Hülfe derselben Grössen 
ausgedrückt werden. Da die potentielle Energie irgend einer 
Configuration dieselbe ist, als wenn q = Constans, so ist 
$V=0. Für die kinetische^ Energie haben wir: 
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T + dT=-^ J Q U>isin — + q>2Sin— [-•••] äx 




2 







2 



Q sin — siw — y— dffl? 4" • • * 



Wenn q constant wäre, so würden die Producte der Ge- 
schwindigkeiten verschwinden, da 9)1, g?2» ^^c. unter dieser Vor- 
aussetzung die Normalcoordinaten sind. Bei der oben aus- 
gesprochenen Annahme, dass q nicht ganz constant ist, sind 
die Integralcoefficienten , wenn sie auch in Wirklichkeit nicht 
ganz verschwinden, doch kleine Grössen. Es sei 9 = ^^ -|- dp; 
' dann ist nach unseren früheren Bezeichnungen : 

1 / 





l 



Ottrs = I OQStn — = — sen— r— dx. 



Daher wird der Typus der Schwingung ausgedrückt durch: 






/j. . rnx . snx ^ 
OQStn -y- stn — =~ ox; 



Ps^ •- Pr^ l Qo ^ 

oder da: 

p^^ : ^,2 = r2 : s^, 

i 
r^ r^So . rwcx . snx , ,-v 

9». • 9>' = sTZTT» y 7^ «» -r ^'^ ^- ^'^ • • <^^- 

Wir woDen dieses Resultat darauf anwenden, die Ver- 
schiebung des Knotenpunktes der zweiten Schwingungsart 
(r = 2), welcher in der Mitte liegen würde, wenn die Saite 
gleichförmig wäre, zu berechnen. In der Nachbarschaft dieses 

Punktes ist, wenn a; = -^ Z + 5a; der angenäherte Werth von y\ 
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y= (p^ stn - + (pi $m— + qf^sm — + ' ' ' 

+ Sx Ij (pi cos - -^ — fPiCOS — i- ' " \ 

= 9i — 93 + SP5 + j *^ {— 2^2 + 29)4 H } 

Hieraus folgt far y = 0: 

*^ = 0^^ {9^1 — 93 + 9^5 — • • •} ♦ • • (3) 

angenähert, wogegen: 

i 

9^--9>2=^2^:^y7^^t^-^m-y-(?a: . . (4). 

Um die Anwendung dieser Formeln zu zeigen, wollen wir 

etwa annehmen, dasB die Unregelmässigkeit darin besteht^ dass 

1 • 
ein kleines Gewicht von der Masse Qq l im Punkte rc = j A auf 

die Saite aufgelegt ist, wenn auch das Resultat viel leichter 
direct erhalten werden kann. / 

Wir haben: 



dx 



^ 21 ( 2 2 2 2 I 

~3rV2U^ — 4 3» — 4 53 — 4 "'"72 — 4'^" J' 



woraus der Werth von 8x durch Annäherung berechnet wer- 
den kann. Der wirkliche Werth von öx ist indessen sehr ein- 
fach. Die Reihe innerhalb der Elammern kann nämlich ge- 
schrieben werden: 

/. . 1 1 1.1,1 \ 

welche gleich ist: 

\ + x^ 



-f 



1 + x^ 





Sx. 



Der Werth dieses bestimmten Integrals ist 

— n : 4 8tn — n. 

4 



1) Todhunter's Int. Calc. §. 255, 
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und daraus: _ 

^ 2k nV2 X 

ox = — 7=- • — : — = — — , 

«Vi 4 2' 

4 

welcher Werth eben so leicht nachgewiesen werden kann, 
wenn man die Perioden der Schwingungen der beiden Theile 
der Saite gleichsetzt, nachdem man die Periode des belasteten 
Theiles annähernd aus der Annahme, dass der Typus nicht 
geändert wird, berechnet hat. 

Als ein Beispiel für die Anwendung der für die Periode 
geltenden Formel (6) des §. 90 können wir den Fall einer Saite 
nehmen, welche in ihrem Mittelpunkt ein kleines Gewicht Q^k 
trägt. Wir haben: 

ö^r = 2 ^PoJ ^OfT = Po^ sin^ — , 

« » . m . sn 

Oürs = Qo^ sin —- stn — . 

Hieraus erhalten wir, wofern Pr der A = entsprechende 
Werth ist, Pr = Pr ftir den Fall, dass r gerade, und far den 
Fall, dass r ungerade: 

i 1 4.r^ k^] 

..^ = P.M ^-^,Tir75]i . . . (5). 




worin die Summation über alle ungeraden Werthe von s mit 
Ausnahme von r auszudehnen ist. Ist r = 1, so haben wir: 

f 2 k 4,k^ 4 kh 

M 2 ^ Z2 t- ^ g2 _ 1 pj. 



Nun ist: 



22;-— i-T- = 2:— i— — Z ^ 



s2— 1 s— 1 s+1' 

die Werthe von s sind hierin 3, 5, 7, 9 . . . Demnach ist: 

s» — 1 4 ' 
and: 



Pi^ 



= Pi2 jl - — + — H j • • • ®)- 
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Diese Formel giebt die Höhe des tiefsten Tones mit einer 
Genauigkeit von der Ordnung des Quadrates von demVerhält- 
niss l : l. 

In dem allgemeinen Fall ist der Werth von Pr' mit einer 
Genauigkeit von der ersten Potenz von 8 q : 







(7). 



92. Die Theorieen der Schwingungen werfen viel Licht 
auf die Entwickelung willkürlicher Functionen in eine Reihe ande- 
rer Functionen von bestimmtem Typus. Das bestbekannte Bei- 
spiel einer solchen Entwickelung ist die allgemein nach Fourier 
benannte, in welcher eine willkürliche periodische Function in 
eine Reihe von harmonischen Functionen aufgelöst ist, deren 
Perioden Submultiplen von der der gegebenen Function sind. 
Es ist wohl bekannt, dass die Schwierigkeit dieser Frage darin 
liegt, den Beweis für die Möglichkeit der Entwickelung zu 
bringen; ist diese Möglichkeit angenommen, so ist die Bestim- 
mung der Coefficienten leicht genug. Ich möchte jetzt die 
Aufmerksamkeit des Lesers darauf lenken, dass in diesem und 
in einer sehr grossen Anzahl von ähnlichen Fällen die Mög- 
lichkeit der Entwickelung aus physikalischen Betrachtungen 
geschlossen werden kann. 

Um unsere Ideen zu fixiren, wollen wir die kleinen Schwin- 
gungen einer gleichförmigen Saite betrachten, welche zwischen 
festen Punkten ausgespannt ist. Wir wissen aus der allgemei- 
nen Theorie, dass die ganze Bewegung, welche sie auch sein 
möge, in eine Reihe von Componenten-Bewegungen zerlegt 
werden kann, von denen jede eine harmonische Function der 
Zeit ist und fo^r sich allein existiren kann. Können wir diese 
Normaltypen auffinden, so werden wir in der Lage sein, die 
allgemeinste mögliche Schwingung darzustellen durch Verbin- 
dung jener, indem wir jeder derselben eine beliebige Ampli- 
tude und Phase ertheilen. 
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Nehmen wir an, dass eine Bewegung harmonisch in Bezug 
auf die Zeit ist, so erhalten wir zur Bestimmung des Typus 
eine Gleichung von der Form: 

woraus hervorgeht, dass die Normalfunctionen sind: 

nx . 27tx . ^%x 

y = stn —^y = s%n — r— , y z= sin — j — etc. 

Wir schliessen daraus, dass die allgemeinste Lage, welche 
die Saite annehmen kann, sich durch eine Reihe von der Form: 

. . nx . . . 2nx , , . Znx . 
Ai sin -= — Y A2 sm — = 1- A^ sm -y- -|- . • • 

darstellen lässt, welche ein besonderer Fall des F ou r i e r ' sehen 
Satzes ist Es würde keine Schwierigkeit machen, dieses 
Theorem in seiner allgemeinsten Form zu beweisen. 

So weit wurde die Saite als gleichförmig vorausgesetzt. Wir 
brauchen indess nur eine veränderliche Dichte, oder selbst eine 
einzelne Belastung in irgend einem Punkte der Saite anzuneh- 
men, um eine vollständig andere R^ihen-Entwickelung, deren 
Möglichkeit aus der dynamischen Tbeorie geschlossen werden 
kann, zu erhalten. Es ist unnöthig, hier länger bei diesem 
Gegenstande zu verweilen, da wir weitere Beispiele in den 
Capiteln über die Schwingungen von speciellen Systemen, wie 
z. B. Stäben, Membranen und begrenzten Lufbmasseiä, erhalten 
werden. 

93. Die Bestimmung der Coefficienten aus beliebigen 
Anfangsbedingungen kann stets leiclit durch die Fundament 
taleigenschaft der Normalfunctionen ausgeführt werden; €10 ist 
wohl zweckmässig, den betreffenden Process hier für Systeme 
wie Saiten, Stäbe, Membrane, Platten etc., bei welchen nur 
eine abhängige Variable 5 zu betrachten ist, zu skizziren. Sind 
%9 ^ • • • die Normalfunctionen und 9?i, g?2 • • • di^ entsprechen- 
den Coordinaten, so ist: 

f = 9>i«i + 92% + 9)3% + (1). 

Bayleigh, Theorie dei Schalles. 9 
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Die Gleichungen der freien Bewegung sind: 

cpi + wi« g?i = 0, ^2^ + %^ 92 = etc. . . (2), 
deren Lösungen lauten: 

9?! = Ai sinnit + ^i cosnit 
92 = -^2 siw ^2 * + ^2 cos n^ t 



(3). 



Die Anfangswerthe von g und t sind darnach: 

^0 = BiUi + B^u,2 + B^us + • • • 1 _ (4j^ 

Die Aufgabe ist also: ^i, A2^ . . ., J5i, ^21 ... so zu be- 
stimmen, dass dieselben mit beliebigen Werthen von fo tind 
5o übereinstimmen. 

Ist Qdx die Masse des Elementes dx^ so haben wir aus(l): 

T = \jQt'^dx =^fpi^jQUi^dx 

4- "ö9^2^ / QU2^dx + f*'+ q>ifp2 I QUiU2dx-\ 

Der Ausdruck für T in Werthen von q>i^ 9)2» ^tc kann aber 
die Producte der verallgemeinerten Normalgeschwindigkeiten 
nicht enthalten und daher muss jedes Integral verschwinden, 
welches folgende Form hat: 



/ 



QUrUgdx = Ö (5). 

Zur Bestimmung von Bf haben wir mithin nur die erste 
der Gleichungen (4) mit QUr zu multipliciren und über das System 
zu integriren. Wir erhalten daraus: 

Br I QUr^dx= I QUriodx (6). 

Auf ähnlichem Wege: 

nrÄr I QUr^fiX z=l I QUrtodx . . . . . . (7). 

Der Process ist genau derselbe, ob das Element dx eine 
Linie, eine Fläche oder ein Volumen ist 

Die durch (5) ausgedrückte Eigenschaft beruht auf der 
l^atsache, dass die Functionen u sämmtlich Normalfunctionen 
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sind. Sobald dieses durch die Auflösung einer Differential- 
gleichung oder sonstwie bekannt ist, können wir diese conju-. 
girte Eigenschaft ohne weiteren Beweis folgern ; die Eigenschaft 
selbst steht aber in sehr inniger Beziehung zu der fundamen- 
talen Yariationsgleichung der Bewegung in §. 94. 

94 (T. 293). Ist V die potentielle Energie der Defor- 
mation, 5 die Verschiebung und q die Dichte des Elementes 
dx (Linie, Fläche oder Volumen), so giebt die Gleichung der 
virtuellen Geschwindigkeiten direct; 

SV+J^Q'i6tdx = (1). 

In dieser Gleichung ist dV eine symmetrische Function 
von S und d^, wie man leicht aus dem Ausdruck für V in 
Werthen der allgemeinen Coordinaten beweisen kann. In der 
That ist: 

dV = Cii^iöV'i + (hi^i^ti + • • • 

+ CiaC^iö^a + ^iä^i) + • • • 

Nehmen wir nun etwa an, dass sich f auf die Bewegung 
bezieht, welche einer Normalfunction Ur entspricht, so dass 
S + Wr^f = 0, während St mit einer andern Normalfunction 
u« identiflcirt wird. Dann ist: 

SV = nr^ I QUrUsdx. 

Nehmen wir andererseits an, wozu wir gleichfalls berech- 
tigt sind, dass sich 5 wie Ug und S^ wie Ur ändert, so erhalten 
wir für dieselbe Grösse dV: 

SV = fla'^'l QUrUgdx; 

und hieraus: 

(nr^— n,^) I QUrUsdx = (2). 

Hieraus ergiebt sich die conjugirte Eigenschaft, wenn die 
durch Ur und u» dargestellten Bewegungen verschiedene Perio- 
den haben.' 

9* 
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Ein gntes Beispiel für den Zusammenhang der beiden 
Behandlungsmethoden wird sich in demCapitel aber die trans- 
versalen Schwingungen von Stäben finden. 

95. Professor Stokes^) hat aufmerksam gemacht auf ein 
sehr allgemeines Gesetz, welches diejenigen Theile einer freien 
Bewegung, welche von den Anfangs- Verschiebungen eines 
Systems abhängen, das keinen Reibungskräften ausgesetzt 
ist, mit den Theilen, welche von den Anfangs-Geschwin- 
digkeiten abhängen, verbindet Wenn einem ruhenden 
System eine Geschwindigkeit von irgend^ einem Typus und 
dann nach Verlauf einer kleinen Zeit die entgegengesetzte Ge- 
schwindigkeit mitgetheilt wird, so wird am Ende die Wirkung 
die sein, dass das System ohne Geschwindigkeit, aber mit einer 
Verschiebung des entsprechenden Typus, zurückgelassen wird. 
Wir können hieraus leicht beweisen, dass, um die von den An- 
fangsverschiebungen abhängige Bewegung abzuleiten von der 
von den Anfangs-Geschwindigkeiten abhängigen, dass es hierzu 
nur nöthig ist, nach der Zeit zu differentiren und die willkür- 
lichen Constanten (oder Functionen), welche die Anfangs- 
Geschwindigkeiten ausdrücken, durch diejenigen zu ersetzen, 
welche die entsprechenden Anfangs- Verschiebungen ausdrücken. 

Wenn daher q) irgend eine Normalcoordinate ist, welche 
der Gleichung genügt: 

# -f n^tp = 0, 

so ist die Lösung ausgedrückt durch die Anfangswerthe von 
9 und ^: 

q> = q)ocosnt + - fp^sinnt (1); 

das erste Glied hierin kann aus dem zweiten nach Stokes 
Regel erhalten werden. 



1) Dynamical Theory of Diflraotion, Cambridge Trans. Vol. IX. 






Fünftes Capitel. 

Schwingende Systeme im Allgemeinen. 

(Fortsetzung.) 

96 (T. 340 und 343). Wepn dissipative Kräfte auf ein 
System wirken , so ist der Chai*akter der Bewegung im All- 
gemeinen complicirter. Wenn nur zwei von den Functionen 
Ty F und V endlich sind, so können wir uns durch eine zweck- 
mässige lineare Transformation von den Producten der Coor- 
dinaten frei machen und so die Normaltypen der Bewegung 
erhalten. In dem vorhergehenden Capitel haben wir den Fall 
betrachtet, wo F = ist Dieselbe Theorie ist mit auf der 
Hand liegenden Modificationen auch anzuwenden, wenn T=0 
oder V = 0. Indess gehören diese Fälle, wenn sie auch in 
anderen TheUen der Physik, wie Wärme und Electricität, von 
Wichtigkeit sind, kaum zu unserm gegenwärtigen Gegenstand. 
Die Gegenwart von Reibung widerstreitet nicht der Re- 
duction von T und F auf Summen von Quadraten; die dieser 
Reduction eigene Transformation wird aber im Allgemeinen 
nicht mit der für die analoge Reduction von F erforderlichen 
Transformation übereinstimmen. Die allgemeine Gleichung 
kann dann nur auf die Form : 

«1 4^1 + ^11 9>i + ^12 *2 H 1- Ci 9)1 = *i etc. . . (1) 

reducirt werden und nicht auf die einfachere Form, welche 
bei einem System von einem Grad von Freiheit anwendbar 
ist, nämlich: 

»1 Vi + ^1 9>i + Ci fpi = ^i etc (2). 
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Wir können jedoch wählen, welches Paar von Functionen 
wir reduciren wollen, wenn auch in der Akustik die Wahl stets 
auf T und F fallen wird. 

97, Es giebt indessen eine nicht unwichtige Classe von 
Fällen, in welchen die obige Reduction fllr alle drei Functio- 
nen möglich ist; die Theorie nimmt dann eine ausserordentliche 
Einfachheit an. Unter diesen Fällen sind wahrscheinlich die 
wichtigsten diejenigen, bei welchen T von derselben Form wie 2 
oder F ist. Der erste Fall tritt einem vielfach in Büchern entgegen, 
wenn der Bewegung jedes Theiles des Systems eine verzögernde 
Ej'afb hindernd entgegentritt, die sowohl der Masse wie der 
Geschwindigkeit dieses Theiles proportional ist. Dieselbe Aus- 
nahmereduction ist möglich, wenn F eine lineare Function von 
T und F, oder wenn T selbst von derselben Form wie F ist. 
In jedem dieser Fälle haben die Bewegungsgleichungen die- 
selbe Form wie für ein System mit einem Grad von Freiheit; 
die Theorie besitzt dann gewisse Eigenthümlichkeiten, welche 
dieselbe besonderer Betrachtung werth macht. 

Die Bewegungsgleichungen werden auf einmal aus T, V 
und F erhalten: 

«3 ^a + ^2 9^3 + ^2 9^2 = ^2 etc. J 

worin die Coordinaten von einander getrennt sind. 

Für die freie Schwingung haben wir nur Oi = etc. zu 
setzen; die Lösung hat dann die Form: 

9? ===e-"^'f'|^o^^^ + 9o(cosn'f + ^,sw . (2), 



wonn: 



a' a 



vkF> 



und 90 und 9)0 die Anfangs werthe von 9 und 9)' sind. 

Die ganze Bewegung kann daher in Bewegungscompo- 
nenten zerlegt werden, von denen jede der Variation nur einer 
Normalcoordinate mit der Zeit entspricht. Die Schwingung 
von jeder dieser einzelnen Bewegungsarten ist der eines Systems 
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mit nur einem Grad von Freiheit ganz ähnlich. Nach einer 
gewissen Zeit, die länger oder kürzer je iiach dem Betrage .der 
Zerstreuung ist, werden die freien Schwingungen unmerkbar 
und das System kommt merklich zur Ruhe. .; 

Gleichzeitig mit den freien Schwingungen, aber in voll- 
ständiger Unabhängigkeit von denselben , können erzwungene 
Schwingungen existiren, welche von den Grössen O abhängen. 
Genau wie in dem Falle von einem Grade von Freiheit kann 
die Lösung von: 

a<p + hp + c(p = <^ (3) 

geschrieben werden: 

t 

(p =i A-v«x«-^0 sinn! (t — 0dt' . , (4), 



worin wie oben: 



X = h : a^ n*' 



:a,n' = ]/ ^w« — i xA 



Um den vollständigen Ausdruck für 9? zu erhalten, müssen 
wir zu dem Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung (4), 
welcher die Anfangswerthe von 9? und q) verschwinden lässt, 
die in (2) gegebenen Ausdrücke hinzufugen, welche das zur 
Zeit t noch Uebriggebliebene von den Anfangswerthen 9?o ^^^ 
qpQ darstellen. Wenn keine Reibung vorhanden ist, so reducirt 
sich der Werth von 9 in (4) auf: 

t ' ■ ' 

<p =lj^sinn(t — t')0dt' . . . . . . (5). 



98. Die vollkommene Unabhängigkeit der Normalcoor- 
dinaten führt zu einem interessanten Theorem , welches die 
Beziehung zwischen der anfanglichen Störung, und der nach- 
folgenden Bewegung enthält. Denn wenn die Kräfte, welche 
auf das System wirken, solch einen Charakter haben, dass die- 
selben keine Arbeit bei der durch S(pi angegebenen Verschie- 
bung leisten, dann ist C^i = 0. Keine von.*olchen Kräften 
kann, wie lange sie auch andauern mag, irgend ^ine Wirkung 
auf die Bewegung g?i hervorrufen. Ist diesQ Bewegung vor- 
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banden^ so kann diese Kraft sie nicht zerstören; ist jene 
nicht vorhanden, so kann letztere sie nicht erzeugen. Die 
wichtigste Anwendung dieses Satzes findet bei dem Fall Statt, 
wo die das System beeinflussenden Kräfte auf einen Knoten- 
punkt mit der Normalcomponente (pi wirken, das ist auf 
einen Punkt, welchen die in Frage stehende ächwingungs- 
componente nicht in Bewegung zu setzen strebt Zwei extreme 
Fälle solcher Kräfte mögen speciell angefahrt werden, 1) wenn 
die Kraft ein Impuls ist, welcher das System aus der Ruhe 
aufstört, und 2) wenn die Kraft so lange eingewirkt hat, dass 
das System unter ihrem Einfluss in einer verschobenen Lage 
wieder in Ruhe ist* Sobald die Kräfte aufhören zu wirken, 
treten die natürlichen Schwingungen ein, und würden in Ab- 
wesenheit von Reibung unendlich lange andauern. Wir 
schliessen, dass dieselben, was auch in anderer Hinsicht ihr 
Charakter sein mag, keine Componente von dem Typus (pi ent- 
halten. Dieser Schluss ist beschränkt auf Fälle, in denen für 
T, F, V eine gleichzeitige Reduction möglich ist, wobei selbst- 
verständlich der Fall des Nichtvorhandenseins der Reibung 
eingeschlossen ist. 

99. Die in §. 97 abgeleiteten Formeln sind auf jede Art 
von Kraft anwendbar; indessen wird es häufig eintreten, dass 
wir nur mit den Wirkungen von äusseren Kräften vom harmo- 
nischen Typus zu thun haben. Dann können wir mit Vortheil 
die fQr solche Ejräfte anwendbaren specielleren Formeln be- 
nutzen. Indem wir die Normalcoordinaten gebrauchen, haben 
wir zunächst die Kräfte <Pi, ^j, etc., welche einer jeden Periode 
entsprechen, zu berechnen und daraus die Werthe der Coordi- 
naten selbst abzuleiten. Ist unter den natürlichen Perioden 
(die aber mit Ausschluss der Reibung berechnet sind) irgend 
eine ismnähemde Uebereinstimmung mit der Periode einer 
äusseren Kraft vorhanden , so wird die entsprechende Schwin- 
gungscomponente ausserordentlich gross, wenn nicht die Kraft 
selbst bei der vorhergehenden Auflösung in ihre Normalcompo- 
nenten sehr viel geschwächt ist. Nehmen wir z. B. an, dass eine 
transversale Kraft von harmonischem Typus und gegebener 
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Periode auf einen einzelnen Punkt einer gespannten Saite 
wirkt. Im Allgemeinen werden sämmtliche Normalschwingungs- 
arten erregt, indessen nicht mit den ihnen eigenen Perioden, son- 
dern mit der Periode der äusserenKraft ; jede Normalcomponente, 
welche einen Knotenpunkt in dem Angriffspunkte der Kraft 
hat, wird dagegen nicht erregt. Die Grösse jeder Componente 
hängt daher von zwei Umständen ab: 1) von der relativen 
Lage ihrer Knotenpunkte im Vergleich zu dem Punkte, wo 
die Kraft angreift; und 2) von dem Grade der Uebereinstim- 
mung zwischen ihrer eigenen Periode und» der der Kraft. Von 
Wichtigkeit ist es, daran eingedenk zu sein, dass bei Einwir- 
kung einer einfachen harmonischen Kraft das System im All- 
gemeinen in allen seinen Schwingungsarten schwingen wird, 
wenn es auch in einzelnen Fällen häufig genügen mag, nur 
auf eine von diesen, da dieselbe eine hervorragende Wichtig- 
keit hat, zu achten. 

100. Wenn die Perioden der wirkenden Kräfte sehr gross 
im Vergleich zu den freien Perioden des Systems sind, so ist 
manchmal eine Gleichgewichtstheorie angemessen; indessen 
kann in einem solchen Falle die Lösung im Allgemeinen leich- 
ter ohne den Gebrauch der Normalcoordinaten gefunden wer- 
den. Einer von diesen Fällen istßernoulli's Fluththeorie ; 
dieselbe gründet sich auf die Annahme, dass die freien Perio- 
den der auf der Erde befindlichen Wassermassen klein sind 
im Verhältniss zu den Perioden der wirkenden Kräfte, in wel- 
chem Falle die Trägheit des Wassers ausser Rechnung gelas- 
sen werden kann. Diese Annahme ist, was ihr Verhältniss zu 
der Wirklichkeit betrifft, nur als sehr roh und theilweise an- 
wendbar anzusehen ; wir sind demzufolge bei ihr über viele wich- 
tige Punkte bei der Fluth im Dunkeln. Die hauptsächlich- 
sten Kräft^e haben eine halbtägige Periode, welche nicht gross 
genug im Vergleiche mit den in Betracht zu ziehenden natür- 
lichen Perioden ist, um die Vernachlässigung der Trägheit des 
Wassers zu rechtfertigen. Wenn indessen die Rotation der 
Erde viel langsamer wäre, so könnte die Gleichgewichtstheorie 
der Fluth angemessener gewesen sein. 
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Eine Gleichgewichtstheorie mit angemessenen Correctionen 
ist manchmal zu gebrauchen, wenn die Periode der äussern 
Kraft hinreichend gross im Vergleich mit der Mehrzahl der 
natürlichen Perioden eines Systems ist, aber nicht so im Ver- 
gleich mit ein oder zwei dieser natürlichen Perioden. Es wird 
hinreichen, den Fall zu nehmen, wo keine Reibung vorhanden 
ist. Wir nehmen an, dass in der Gleichung: 

a^ -\- c<p = O oder 9 + n^q) = — 

die äussere Kraft mit co^pt veränderlich ist. Dann ist: 

qp == ^ : a (w« — i)2) (1). 

Die Gleichgewichtstheorie vernachlässigt p^ im Vergleich 
zu n^ und setzt: 

q) =z : an^. (2). 

Nehmen wir nun an, dass diese Rechnungsweise stets ge- 
rechtfertigt ist mit einer Ausnahme, bei der einzelnen Normal- 
coordihate <pi nämlich nicht. Wir haben dann nur zu dem 
Resultate der Gleichgewichtstheorie die Differenz zwischen 
dem wirklichen Resultat und dem bei jener angenommenen 
Resultat hinzuzufügen; das giebt: 

_ ^1 ^2__ __ p^ Ol 

^^~ ai(ni^—p^) aifii^'" ni^(ni^-p^)' üi ' ' ^^' 

Der andere extreme Fall muss auch erwähnt werden. 
Wenn die erzwungenen Schwingungen ausserordentlich rasch 
sind, so können dieselben nahezu unabhängig von der poten- 
tiellen Energie des Systems werden. Anstatt dass wir p^ im 
Vergleich zu n^ vernachlässigen, haben wir dann n^ zu ver- 
nachlässigen im Vergleich zu p^; das giebt: 

(p = -- : ap^ (4). 

Wenn ein oder zwei Coordinaten vorhanden sind, auf 
welche diese Behandlungsweise nicht anwendbar ist, können 
wir das aus der Hypothese , dass V ganz zu vernachlässigen 
ist, berechnete Resultat durch Correctionen für diese besonde- 
ren Coordinaten ergänzen. 

101. Bevor wir zu der allgemeinen Theorie der Schwin- 
gungen von dissipativen Systemen übergehen, wird es gut sein, 
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einige Eigenthümlichkeiten der freien Schwingungen continuir« 
lieber Systeme, welche einer in einem einzigen Punkt angrei* 
fenden Kraft ausgesetzt siud, aufzusuchen. Unter den Vor- 
aussetzungen und Benennungen des §. 93 wird die Gonfigura- 
tion zu irgend einer Zeit bestimmt durch: 

t = 9>1«1 + 92«« + 9>8«*3 + (l)t 

worin die Normalcoordinaten Gleichungen von der Form: 

ar<Pr + Cr<Pr = *r (2) 

Genüge leisten. 

Nehmen wir nun an, dass das System durch eine im 
Punkte Q angebrachte Kraft in Ruhe gehalten -wird. Der 
Werth von 4>r wird durch die Ueberlegung bestimmt, dass 
0rS(pr die Arbeit darstellt, welche von den äusseren Kräften 
auf das System während der hypothetischen Verschiebung 
ö^ =z ö<prUr geleistet wird; das ist also: 

8(pr I Zurdx. 
Daher ist: 

Or -= I ZUrdx = Ur (Q) I ZdX\ 

so dass im Anfang nach (2): 

Crq>r = UriQ) I Zdx (3). 

Wenn man das System von dieser Configuration zur Zeit 
/:=:0 ausgehen lässt, so hat man zu jeder nachfolgenden Zeit ^: 

«r (6) fzdx 

(p^ = COSflrt ^ 

Cr 

Ur (Q) I Zdx 

= COSflrt : j^ W 

fbr^ I QUr^dX 

und in dem Punkte P: 

Ur (P) Ur (Q) fzdx 

iz= 2 COSflrt -p '-^ ...... (5). 

Wr^ / QUr^dX 
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In besonderen Funkten verschwinden th-iP) ^nd Ur(Q\ 
aber im Ganzen convergirt weder noch divergirt mit r der 
Ausdruck : 



u. 



(P)Ur(Q): fgur^dx. 



Die Reihe für £ convergirt daher mit »r""*» 

Nehmen wir anderenseits an, dass das System aus der 
Gleichgewichtsconfiguration durch einen Impuls aufgestört 
wird. In diesem Falle ist anfangs: 

flr*r = f<^rät = Ur{Q) j ZidX, 

woraus zur Zeit t: 



9>r = — — • Ur{Q) ' Zidx 



sinthrt • Ur(Q) 



Das giebt: 



I Zidx (6). 



i = Z8innrt j^-^ (7)- 

Diese Gleichung zeigt, dass in diesem Falle die Reihe mit 
Wr""^, also langsamer wie in dem vorhergehenden Falle, con-' 
vergirt. 

In beiden Fällen ist es bemerkenswerth, dass der Werth 
von f symmetrisch in Bezug auf P und Q ist, ein Beweis dafar, 
dass die Verschiebung des Punktes P, wenn die Kraft oder 
der Impuls in Q angebracht wird, dieselbe sein würde wie die 
des Punktes §, wenn die Kraft oder der Impuls in P ange- 
bracht wäre. Das ist ein Beispiel eines sehr allgemeinen Pro- 
blems der Reciprocität, welches wir gleich ausfuhrlicher durch- 
nehmen wollen. 

Als einen dritten Fall können wir annehmen, dass der 
Körper aus der Ruhe aufgestört wird dadurch, dass auf ihn 
eine Kraft wirkt, welche über seine Länge, Fläche oder Volu- 
men gleichförmig vertheilt ist Wir finden dann leicht: 
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i = 2: cosnj yr-^ (8). 

nr^ I QUr^dX 

Die Reihe för ^ ist dann convergenter, als wenn die Kraft 
auf einen einzelnen Punkt concentrirt wäre. 

Genau auf demselben Wege könnten wir den Fall eines 
continuirlichen Körpers behandeln, dessen Bewegung eine dis- 
sipative ist, vorausgesetzt, dass die drei Functionen T, F, V 
gleichzeitig redueirbar sind. £s wird aber nicht nöthig sein, 
die Formeln hinzuschreiben. • 

102. Wenn die drei mechanischen Functionen irgend 
eines Systems nicht gleichzeitig redueirbar sind, so sind die 
natürlichen Schwingungen (wie schon bemerkt wurde) in ihrem 
Charakter complicirter. Wenn indessen die Dissipation gering 
ist, so bleibt die Keductionsmethode noch anwendbar; diese 
Classe von Fällen bildet, ausser dass sie wegen ihrer selbst 
von einiger Wichtigkeit ist, eine gute Einleitung zu der all- 
gemeineren Theorie. Wir nehmen dann an, dass T und V 
als Summe von Quadraten ausgedrückt sind: 



y=\ Ci9>i' +1 C29>2^ + 



• • • 



...) 



(1), 



während F noch in der allgemeineren Form auftritt: 

^ = I ^1 Pl"" + ^ «>23*2' + • • • + ^12*1*2 . (2). 

Die Bewegungsgleichungen werden demgemäss: 
(h^i + 2>iig>i + ^12^2 + ^13 9^3 + ••• + Ci9i=0 

02902 +^219^1 + &22'92 + ^3 ^8 H 1*0292=0 



(3). 



Hierin sind die Goefficienten 2>ii, hi^ etc. als klein anzu- 
nehmen. Wenn keine Reibung vorhanden wäre, so würde 
dem obigen Systeme Genüge geleistet werden , wenn man an- 
nimmt, dass eine Coordinate tpr zweckmässig variirt, während 
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die anderen verschwinden. In dem wirklich vorliegenden 
Falle giebt es eine entsprechende Lösnng, in welcher der 
Werth von irgend einer andern Coordinate 9, klein ist im 
Vergleich zu (fr» 

Vernachlässigen wir daher die Glieder zweiter Ordnung, 
so wird die rte Gleichung: 

ttr^r + hrr^r + Cr(Pr = (4). 

Aus derselben schliessen wir, dass (pr sich annähernd so 
ändert, als wäre in dem Schwingungstypus durch den Hinzu- 
tritt der Reibung keine Aenderung erfolgt. Wenn (fr sich 
wie ePr^ ändert, so haben wir zur Bestimmung von Pri 

0>rVr^ + &rrl>r + Cr = (5). 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind complex; der reelle 
Theil ist indessen klein im Vergleich zu dem imaginären Theil. 

Aus der sten. Gleichung erhalten wir, wenn wir die An- 
nahme einfuhren, dass alle Coordinateü sich wie 6^r' ändern: 

wobei die Glieder zweiter Ordnung vernachlässigt sind. Hier- 
aus ergiebt sich: 

9" • *^'- = - i;^^r+7. = M^7-=^ • • • («>• 

Diese Gleichung bestimmt annähernd den geänderten 
Schwingungstypus. Da der Hauptbestandtheil von Pr imagi- 
när ist, so sehen wir, dass die Coordinaten 9, annähernd sich 
in derselben Ph^se befinden, dass aber ihre Phase um eine 
viertel Periode von der Phase von 9,. differirt. Wenn 
also die Function F sich nicht auf eine Summe von Quadraten 
reducirt, so ist der Charakter der elementaren Schwingungs- 
arten weniger einfach wie sonst, und die verschiedenen Theile 
des Systems befinden sich nicht länger mehr gleichzeitig in 
derselben Phase. 

Wir bewiesen oben, dass, wenn die Reibung klein ist, der 
Werth von Pr annähernd berechnet werden kann, ohne dass 
man auf die Aenderung des Typus Rücksicht nimmt. Mit Hülfe 
d«r Gleichung (6) können wir aber eine noch grössere Annähe- 
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rüng erhalten, in welcher noch die Quadrate der kleinen 
Grössen auftreten. Die rte Gleichung (3) giebt: 

Da der vorherrschende Bestandtheil der unter dem Sum- 
menzeichen zusammengefassten Ausdrücke reell ist, so hat 
die Correction auf den reellen Theil von pr^ von welchem die 
Grösse der Abnahme abhängt, keinen Einfluss. 

103. Wir kehren nun zu der Betrachtung der allgemei- 
nen Gleiphungen des §. 84 zurück. 

Sind 1^1, ^2 5 etc. die Coordinaten und ^i, W^^ etc. die 
Kräfte, so haben wir: 

^iit^i + ^12^3 + . . . = «Fl 

^21 ^1 + ^32 l/'2 + * • • = ^2 etc. 

worin : 

ers = arsB^ + hr^B + ^r* (2)- 

Für die freien Schwingungen verschwinden ^i, etc. Ist 
\7 die Determinante: 

^11? ^12v • 



(..... (1), 

5. j 



v = 



^21, ^22, 



(3), 



dann ist das Resultat der Elimination aller Coordinaten mit 
Ausnahme einer einzigen aus (1): 

V* = (4). 

Da nun V ungerade Potenzen von D enthält, ^o treten 
die 2 m Wurzeln der Gleichung y = nicht länger mehr in 
gleichen positiven und negativen Paaren auf, sondern enthal- 
ten sowohl einen positiven wie einen imaginären Theü. Das 
vollständige Integral kann indessen noch geschrieben werden: 

worin die conjugirten Wurzelpaare sind fti, fti'; f*2» f*2'; etc. 
Jeder Wurzel entsprechend giebt es eine particuläre Lösung, 

wie: 

^1 = -lißi"!*, ^2 = A^ei^^\ ^3 = Ä^eM^* etc.. 
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n welchen die Verhältnisse ^1:^9:^.3... durch die Be- 
wegungsgleichnngen bestimmt sind and nnr der absolute Werth 
irgend einer dieser Grössen willkfirlieh bleibt. In dem vor- 
liegenden Falle (wo V ungerade Potenzen von D enthalt) sind 
indessen diese Verhältnisse im Allgemeinen nicht reell, und 
daher sind die Variationen der Coordinaten ^1, ^s etc. in der 
Phase nicht synchron. Setzen wir /i^ = «i + ißi^ iti=ai — ißi etc., 
so sehen wir, dass keine der Grössen a positiv sein kann, weil 
andernfalls die Energie der Bewegung mit der Zeit wachsen 
würde, was, wie wir wissen, nicht geschehen kann. 

Ueber die freien Schwingungen eines Systems im Allge- 
meinen ist nun genug gesagt worden. Jede weitere Dlustra- 
tion, welche noch erforderlich ist, wirct sich durch die Discus- 
sion des Falles von zwei Graden von Freiheit ergeben (§. 112), 
sowie bei den Schwingungen von Saiten und anderen speciel- 
len Körpern, mit welchen wir uns bald beschäftigen werden. 
Wir nehmen jetzt die Gleichungen (1) wieder vor in der Ab- 
sicht, die Natur der erzwungenen Schwingungen näher 
zu untersuchen. 

104. Um aus den Gleichungen alle Coordinaten mit 
Ausnahme einer (^i) zu eliminiren, multipliciren wir dieselben 
der Reihe nach mit den Unterdeterminanten: 

d?V dy d\/ 
den de^i de^i 

und addiren die Resultate; in gleicher Weise verfahren wir 
mit den übrigen Coordinaten. Wir erhalten daraus folgendes 
Gleichungssystem, das dem ursprünglichen Gleichungssystem 
äquivalent ist: 

aßii ae^i ae^i 



»019 a^ss aess 

««18 oetj acss 



... 



> • 



• (1). 
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In diesen Gleichungen sind die Differentiationen von V 
so auszuführen, dass man Rücksicht nimmt auf die Gleich- 
heit, welche zwischen e, und e^r besteht 

Die Kräfte ^^i, ^j, etc. sind, wie sie auch sonst sein mögen 
natürlich der Bedingung unterworfen, dass sie nicht eine so 
grosse Verschiebung oder Bewegung hervorrufen, dass die 
Quadrate der kleinen Grössen merkbar werden. Wenn, wie 
es oft der Fall ist, die wirkenden Kräfte aus zwei Theilen be- 
stehen, von denen der eine in Bezug auf die Zeit constant, der 
andere aber periodisch ist, so ist es zweckmässig, in der Vor- 
stellung die beiden Arten von Wirkungen, welche hervor- 
gebracht werden, von einander zu trennen. Die den constan- 
ten Kräften zu verdankende Wirkung ist genau dieselbe, als 
wenn diese allein thätig wären; sie wird als Lösung eines sta- 
tischen Problems gefunden. Es wird daher im Allgemeinen 
hinreichen, die Kräfte periodisch anzunehmen, da jede con- 
stante Kraft, wie etwa die Schwerkraft, nur bewirkt, dass die 
Coniiguration , um welche die Schwingungen eigentlich ge- 
schehen, geändert wird. Wir können uns daher, ohne irgend 
einen wirklichen Verlust an Allgemeinheit beschränken auf 
periodische Kräfte, und demnach nach Fourier's Theorem 
^auf harmonische Kräfte. 

Als Ausdruck für ^j, et6. können wir daher Kreisfun ctio- 
nen der Zeit annehmen; wie wir uns aber im Verlaufe dieses 
Baches häufig überzeugen können, ist es oft zweckmässiger, 
eine imaginäre Exponentialfunction zu benutzen, wie etwa 
JEc'^', worin E eine Constante ist, welche complex sein kann. 
Wenn die entsprechende symbolische Lösung erhalten ist, so 
können ihre reellen und imaginären Theile getrennt werden 
und gehören respective zu den reellen und imaginären Thei- 
len der gegebenen Grössen. Auf diese Weise gewinnt die 
Berechnung sehr an Kürze, um so mehr, da die Differen- 
tiationen und Phasenänderungen nur dadurch ausgedrückt 
werden, dass die complexen Coefficienten geändert werden, 
ohne dass sich die Form der Function ändert. Wir schrei- 
ben daher: 

^1 = E^e^pi, ^2 = E^e'P\ etc. 

Bayleigh, Theorie des SchaUes, \Q 
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Die Unterdeterminanteii von dem Typus ^-^ sind ratio- 

nale ganze Functionen des Symbols D; nach der Bedeutung' 
von D bedeutet die Multiplication jener mit ^'i etc. eine Ope- 
ration mit IZ^i nach folgendem Gesetz: 

f{Ty)e'p' =f{ip)e*P* (1). 

Unsere Gleichungen nehmen daher folgende Form an: 

worin -äi, A^ etc. gewisse complexe Constanten sind. Die sym- 
bolischen Lösungen werden: 

^1 = ^iV"^ö*^S etc., 
oder nach (2): 

'^^ = "^^ vli)' '**" ^*^' 

worin V ÜP) ^^s Resultat der Substitution von ip für D in 
V bedeutet. 

Betrachten wir zunächst den Fall eines Systems, das von 
Reibung frei ist. V ^^^ seine Differentialquotienten sind 
dann gerade Functionen von D, so dass VOi^) reell ist. Ziehen 
wir den imaginären Theil der Lösung heraus, indem wir 
Äic'^i für Ai etc. schreiben, so erhalten wir: 

^1 = "^-^ ^^« Cp^ + öl) etc (5). 

Nehmen wir an, dass die Kräfte ^i etc. (bei mehr wie 
einer allgemeinen Componente) alle dieselbe Phase haben, so 
können dieselben folgendermaassen ausgedrückt werden : 

EiCOs{pt + a), E^ Cosopt + a), etc. 

Dann stimmen, wie leicht zu sehen ist, die Coordinaten 
selbst in Bezug auf die Phase mit den Kräften überein: 

^^^=^««0** + «) (6). 

Die Amplituden der Schwingungen hangen, ausser von ande- 
ren Dingen, auch ab von der Grösse von V (*!')* ^^^ ^ wenn 
die Periode der Kräfte dieselbe, wie eine von denen ist, welche 
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den freien Schwingungen zukommt, V (*i^) = 0; die Ampli- 
tude wird dann unendlich gross. Dies ist natürlich gerade der^ 
jenige Fall, bei welchem es wesentlich ist, die Betrachtung der 
Reibung einzuführen, von welcher kein natürliches System in 
Wirklichkeit frei ist 

Wenn Reibung vorhanden jst, so wird \y (ip) complex; 
es kann diese Grösse aber in zwei Theile getheilt werden, — 
einen reellen und einen rein imaginären, von denen der letz- 
tere ganz von der Reibung abhängt. Setzen wir daher: 

V(*» = ViO» + ip V2(^i?) (7), 

so sind Vi "^^ Va gerade Functionen von ip und daher reell. 
Wenn, wie vorher, Äi = Bie*^^^ so nimmt unsere Lösung die 
Form an: 

Qder, indem wir die imaginären Theile herausziehen: 

,, •BicosG?^ + 61 + r) ,„, 

^'-WMT7^:M¥ • • • • ^'^' 

worin: 

^^ Vi M ^ ^ 

Wir sagten, dass V2 (ip) g^^^ von der Reibung abhängt; 
es ist aber andererseits nicht richtig, dass Vi (*JP) genau den- 
selben Werth hat, als wenn keine Reibung vorhanden wäre. 
Indessen ist dies annähernd der Fall, wenn die Reibung 
klein ist; weil jeder Theil von V (*P\ welcher von der ersten 
Potenz des Reibungscoefficienten abhängt, nothwendiger Weise 
imaginär ist. Wo nur immer eine Coincidenz zwischen der 
Periode der Kraft und der von einer der freien Schwingungen 
eintritt, da verschwindet Vi i^P)- ^^ ^^^ sodann tang y = — 00 
Tind daher: 

R,dn(pt + ed ........ (10). 

i>V*(*i') 

Diese Gleichung giebt eine Schwingung mit grosser Am- 

• 

plitude an, welche nur durch die Reibung begrenzt wird. 

10* 
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tTnter der Annahme geringer Keibong ist Oi im Allge- 
meinen klein, und ebenso y, aasgenommen in dem Falle einer 
angenähei*ten Gleicb^eit der Perioden. Mit gewissen Ans. 
nahmen hat die Bewegung desshalb nahezu dieselbe (oder ent- 
gegengesetzte) Phase wie die Kraft, welche jene erregt. 

Wenn eine durch einen harmonischen Ausdruck definirte 
Krafl auf ein System wirkt, so ist die resultirende Bewegung 
stets harmonisch und behält die ursprüngliche Periode, immer 
vorausgesetzt, dass die Quadrate der Verschiebungen und Ge- 
schwindigkeiten vernachlässigt werden können. Dieses wich- 
tige Princip wurde von La place aufgestellt und von ihm auf 
die Fluththeorie angewandt. Seine grosse Allgemeinheit wurde 
ebenso von Sir John Herschel erkannt, dem wir einen form- 
lichen Beweis seiner Richtigkeit verdanken ^). 

Wenn die Kraft keine harmouische Function der Zeit ist, 
so sind die Schwingungstypen in verschiedenen Theilen des 
Systems im Allgemeinen jede von einander und von der der 
Kraft verschieden. Die harmonischen Functionen sind also 
die einzigen, bei welchen der Typus ungeändert bleibt; und 
dieses ist, wie in der Einleitung bemerkt wurde, ein zwingen- 
der Grund für die Annahme, dass dieselben einfachen Tönen ~ 
entsprechen. 

105. Wir gehen nun zu einer etwas andern Art von er- 
zwungener Bewegung über, wo nicht, wie in dem Vorhergehen- 
den, K r ä f t e , sondern noth wendige Bewegungen vorgeschrie- 
ben sind. 

Setzen wir voraus, dass die Coordinaten ^i, 1^2» • • • ^r ge- 
gebene Functionen der Zeit sind, während die Kräfte der übrig 
bleibenden Typen Wr + 1 , ^r + a? • • • ^m verschwinden, so tren- 
nen sich die Bewegungsgleichungen von selbst in zwei Grup- 
pen, nämlich: 



^) Encyc. Metrop. art. 323. Ebenfalls: Outlines of A8t^onom^y 
§. 650. • 
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«11*1 + <?12*3 + 
«21*1 + ^21^2 4- 



• • • 



+ ^iw* 



m — ^*^i 

= w. 



> • 



(1); 



und 



«r + l,l*l+<?r + l,2Tf'2H h «r + l.m tf>m = 



Cml *1 + e^3 ^3 H [- e,nm !^m = 0^ 

In jeder der m-^r Gleichungen der letzten Gruppe sind 
die ersten r Glieder bekannte explicite Functionen der Zeit 
und haben dieselbe Wirkung, wie bekannte Kräfte, welche auf 
das System wirken. Die Gleichungen dieser Gruppe sind da- 
her hinreichend, um die unbekannten Grössen zu bestimmen; 
hierauf können, wenn es nöthig ist, die Kräfte, welche dazu er- 
forderlich sind, die vorgeschriebene Bewegung aufrecht zu er- 
halten, aus der ersten Gruppe bestimmt werden. Es liegt auf 
der Hand, dass zwischen den beiden Classen von Problemen 
über erzwungene Schwingungen kein wesentlicher Unter- 
schied besteht 

106. Die Bewegung eines reibungslosen Systems, das 
in Folge von vorgeschriebenen Variationen einiger der Coor- 
dinaten einfache harmonische Schwingungen ausfuhrt, besitzt 
eine Eigenthümlichkeit, welche der in §§. 74, 79 betrachteten 
analog ist. Es möge sein: 

i/^i = Ai cospt, 11^2 = -^2 cospt^ etc., 
in welchen Gleichungen die Grössen Äi^ , , , Ar als gegeben 
betrachtet, während die übrigbleibenden als willkürlich ge- 
nommen werden. Wir finden aus den Ausdrücken für T und 
F, §. 82: 

2(T+ V)=^ ^ (cn + p'au)A,^ + • • • 

+ (Cl2 4-i?^«12)^1^2 + • • • 



+ 



f 1 



2 (<^n -^ JP^öiO^i* + • • • 
+ (ci2 — 1>^ 0^12) -^1-^2 H" • • •} C032pt 



! 
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Hieraus sehen wir, dass die Bewegungsgleichungen die 
BedingüDg ausdrücken, dass Ey der veränderliche Theil von 
T -\- Ty welcher proportional ist: 

« 

j (cii — i)2flii) Ji« + • • • + (ci2 — p^aii)AiA^ 4- . . (1). 

für alle Variationen der Grössen -4^+1, • • • A^ einen stationä- 
ren Werth hat. Es sei p'^ der Werth von j)*, welcher dem 
System natürlich ist, wenn dasselbe bei der durch die Ver- 
hältnisse : 

definirten Beschränkung (für die Coordinaten) schwingt, dann ist: 
i>'^ = X2 ^^^ ^1' + • • • + ^12^1^« H } 

so dass: 

E = (p'a — i)2) ji an^i^ H + a^^A^A^ '+•••) . (2). 

Hieraus sehen wir Folgendes. Wenn p^ unbedingt klei- 
ner wie p'^ ist, das ist, wenn die vorgeschriebene Periode 
grösser wie irgend eine von denen ist, welche dem System bei 
der partiellen durch: 

dargestellten Gebundenheit natürlich sind, dann ist E noth- 
wendiger Weise positiv und der stationäre Werth — es kann 
nur ein einziger vorhanden sein — ist ein absolutes Miniraum. 
Aus einem ähnlichen Grunde ist JEJ, wenn die vorgeschriebene 
Periode kleiner wie irgend eine der dem partiell gebundenen 
System natürlichen ist, algebraisch ein absolutes Maximum, 
aber arithmetrisch ein absolutes Minimum. Wenn aber jp* 
innerhalb der möglichen Werthe von p'^ liegt, so kann E posi- 
tiv oder negativ sein ; der wirkliche Werth ist dann weder der 
grösstmöglichste noch der kleinstmöglichste. Wenn überhaupt 
eine natürliche Schwingung mit den auferlegten Bedingungen 
vereinbar ist, so wird sie die angenommene Schwingung sein. 
Der variable Theil von T + F ist dann gleich Null. 
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Der Zweckmässigkeit halber haben wir die beiden grossen 
Classen von erzwungenen Schwingungen und freien Schwin- 
gungen getrennt betrachtet; es ist aber natürlich nichts vor- 
handen, was ihr Zusammenbestehen verhindert. Nach Verlauf 
eines hinreichend grossen Zeitintervalls verschwinden die freien 
Schwingungen stets, wie klein auch die Reibung sein mag. 
Der Fall, wo absolut keine Reibung vorhanden ist, ist rein 
ideal. 

Es ist indessen eine Vorsicht vorhanden, deren Beachtung 
bei dem Falle, wo gegebene Bewegungen dem System auf- 
gezwungen werden, nicht überflüssig ist. Nehmen wir wie 
vorhin an, dass die Coordinaten ^1,^2,... ^r gegeben sind« 
Unter den freien Schwingungen, deren Vorhandensein oder 
Nichtvorhandensein in so weit gleichgültig ist, als die erzwun- 
gene Bewegung betrachtet wird, muss man dann diejenigen ver- 
stehen, deren das System fähig ist, wenn die Coordinaten ^1, . . . t^r 
nicht von Null variiren können. Um eine Veränderung 
derselben zu hindern, müssen Kräfte von den entsprechenden 
Typen eingeführt werden, so dass von einem gewissen Gesichts- 
punkte aus die in Frage stehende Bewegung als erzwungen 
angesehen werden kann. Die hinzugefugten Kräfte haben aber 
nur die Natur einer Gebundenheit; ihre Wirkung ist dieselbe 
wie eine Begrenzung der Freiheit der Bewegung. 

107. Sehr bemerkenswerthe reciproke Relationen be- 
stehen zwischen den Kräften und Bewegungen von verschiede- 
nen Typen; Relationen^, welche als Ausdehnungen der ent- 
sprechenden Theoreme für Systeme, in denen nur F oder T 
zu betrachten waren (§. 72 und §§. 77, 78), angesehen werden 
können. Setzen wir voraus, dass alle Kraftcomponenten, mit 
Ausnahme von zweien — ^1 und ^2 — gleich Null sind, -so 
erhalten wir aus §. 104: 






w 
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Wir beträchten nun zwei Bewegungsarteö für dasselbe 
System; zuerst, wenn W^ verschwindet, und zweitens (mit 
accentuiiten Buchstaben), wenn Wi = ist Ist ^2 = 0, 
so haben wir: 

^2 = V-^ Ig ^1 •..••'••• . (2). 
Aehnlich wenn ^1' = 0: 

*^-V-g.5^.' (3). 

In diesen Gleichungen sind "^y und seine Differentialquo- 
tienten rationale ganze Functionen des Symbols D; da in 
jedem Falle e,., = e^,., so ist V eine symmetrische Determi- 
nante und daher: 

dCrM de, • • • V ;• 



•rs w «/ «r 



Hieraus sehen wir, dass wenn eine Kraft ^1 auf das 
System wirkt, die Coordinate ^2 iJiit derselben in derselben 
Weise zusammenhängt, wie die Coordinate ^1' mit der Kraft 
^a' zusammenhängt, wenn letztere Kraft als alleinwirkend an- 
genommen wird. 

Ausser der hier betrachteten Bewegung können noch freie 
Schwingungen existiren, welche von einer Störung abhängen, 
die schon vor dem Zeitmoment vorhanden war, nach welchem 
alle neuen Störungsquellen in W eingeschlossen sind; diese 
Schwingungen sind aber selbst Wirkungen von Kräften, welche 
vorher wirkten. Wie klein auch die Dissipation sein mag, es 
muss ein Zeitintervall vorhanden sein, nach welchem die freien 
Schwingungen vergangen sind und jenseits dessen es unnöthig 
ist, bei der weiteren Betrachtung Rücksicht zu nehmen auf 
Kräfte, welche früher auf das System gewirkt haben. Wenn 
w^ir daher in W alle Kräfte einschliessen , welche seit einer 
hinreichend langen Zeit wirken, so sind keine unabhängigen 
Schwingungen zu betrachten ; auf diese Weise kann das Theo- 
rem auf Fälle ausgedehnt werden, welche auf den ersten Blick 
nicht in seinen Wii*kungskreis zu fallen scheinen. Nehmen wir 
z. B. an, dass das System sich in seiner Gleichgewichtslage in 
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Ruhe befindet und dass dann eine Kraft der ersten Art anfangt 
zu wirken, welche allmälig von Null bis zu einem endlichen 
Werthe ^''i, bei welchem sie aufhört zu wachsen, an Grösse 
zunimmt. Wenn jetzt in einem bestimmten Zeitmoment die 
Kraft plötzlich zerstört wird und später stets Null bleibt, so 
werden freie Schwingungen des Systems eintreten und so lange 
andauern, bis sie durch Reibung zerstört sind. Zu jeder Zeit, 
welche später wie der letzt erwähnte Zeitmöment ist, hat die 
Coordinate p^ einen von der Zeit abhängigen Werth, welcher 
proportional ^'i ist. Der obige Satz gestattet uns die Behaup- 
tung, dass dieser Werth ^»j dieselbe Beziehung zu ^i besitzt, 
welche zu gleicher Zeit ^i' zu ^2' besessen hätte, wenn die ur- 
sprüngliche Ursache far die Schwingung eine Kraft vom zweiten 
Typus gewesen wäre, welche allmälig von Null auf ^2' an- 
gewachsen und dann plötzlich in dem oben genannten be- 
stimmten Zeitmoment verschwunden wär>e. Wir haben schon 
im §. 101 ein Beispiel hiervon gehabt; ein gleiches Resultat 
erhält man, wenn die Ursache der ursprünglichen Störung ein 
Impuls oder, wie bei Klaviersaiten, eine veränderliche Kraft 
von endlicher, wenn auch kurzer, Dauer ist. In solchen An- 
wendungen unseres Satzes erhalten wir Resultate, die sich 
auf freie Schwingungen beziehen , welche als die übrig geblie- 
bene Wirkung von Kräften angesehen werden, deren wirkliches 
Eingreifen schon lange vorher stattgefunden haben kann. 

108. In einer wichtigen Classe von Fällen sind die Kräfte 
Wi und ^2' harmonisch und haben dieselbe Periode. Wir 
können dieselben dann durch Äie*P^, A^e^P* darstellen, wo 
Ai und -^2' als reell angesehen werden, wenn die Kräfte in 
den zu vergleichenden Momenten dieselbe Phase haben. Die 
Resultate lassen sich dann schreiben: 



^, = A, ^J2iptll eo. 

aei2 

»«21 



(1). 



wo ip fiir D geschrieben ist. Daher: 

^j'V;, = ^it('i' (2). 
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Da das Yerhältniss Äi : 42' i^&ch Annahme reell ist, so 
muss dasselbe stattfinden für das Yerhältniss ^i':^3; das 
zeigt, dass die durch diese Symbole dargestellten Bewegungen 
dieselbe Phase haben. Gehen wir zu reellen Grössen über, so 
können wir dieses Theorem folgendermaassen fassen: 

Wenn eine Kraft ^i = ÄiCOspt^ welche auf ein 
System wirkt, eine Bewegung if^ = ÄiCos(pt — b) 
hervorruft, so bewirkt eine Kraft ^3' = Ä^ cospt die 
Bewegung ^1' = OA^ cos{pt — b). 

Wenn keine Reibung vorhanden ist, so ist b gleich Null. 

Ist Ai = -ä.2'» so ist ^\ = ^2« Man muss aber daran 
eingedenk sein, dass die Kräfte W^ und W^* nicht nothwendi- 
ger Weise vergleichbar sind, eben so wenig wie die Coor- 
dinaten der entsprechenden Typen, von denen die eine z. B. 
eine lineare utid die andere eine Winkelverschiebung darstel- 
len kann. 

Das reciproke Theorem kann auf verschiedene Weise aus^ 
gesprochen werden; bevor wir indessen zu demselben über- 
gehen, wollen wir eine andere Ableitung geben, welche eine 
Kenntniss der Determinanten nicht erfordert. 

Wenn ^i, W^^ . . .; ^1, ^2? • • • ^^^ ^i\ ^2'? • • •; V'i'» ti\ • • • 
zwei Sätze von Kräften und entsprechenden Verschiebungen 
sind, so geben die Bewegungsgleichungen des §. 103 : 

^1^1' + 5^2 ^2' H = 'tf'l'(öll*l + «12^2 + ^13*3 + •••) 

+ *2'(621*1 + ^22^(^2 + ^23 *3 H ) H 

Wenn nun alle Kräfte wie e*^' variiren, so ist die Wir- 
kung eines symbolischen Factors von der Form ßrt auf 
irgend eine der Grössen ^ nur die, dass diese Grösse mit der 
Constante multiplicirt wird, welche man findet, wenn man ip 
für D in ßr« einsetzt. Nehmen wir an, dass diese Substitution 
gemacht ist und achten dann noch auf die Beziehungen 
Crs = Csrl wir können dann schreiben: 

^iV + ^2t^2' + •••=«11*1*1' +^23 ^2*2' + ••• 

+ «12(*l'*2+*2>l) + --^ ^ . . (3). 
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Daher erhalten wir aus Symmetriegi'ünden: 

Wit,'+'P,W + -=^i'i>i-\-'Pi'i>,+ . • (4), 

welches der Ausdruck der reciproken Beziehung ist. 

109. In den Anwendungen, zu denen wir bald über- 
gehen wollen, wird durchweg vorausgesetzt, dass die Kräfte 
aller Typen, mit Ausnahme von zweien (welche wir als die 
erste und zweite nehmen können), gleich Null sind. Daher 
haben wir in solchen Fällen: 

W^^,' + W,il>,' = ^fiVi -\-W,'f,.... (1). 

Die sich aus dieser Gleichung ergebenden Folgerungen kön- 
nen auf drei verschiedenen Wegen aufgesucht werden. Zuerst 
nehmen wir an, dass: 

W^ = 0, ?Pi' = 0, 
das giebt: 

1^9 : ^1 = *i' : ^2' (2). 

Hieraus folgt, wie früher, dass die Beziehung zwischen ^2 
zu ^1 in dem ersten Falle, wo ?P*2 = ^ ist, dieselbe ist wie 
die Beziehung zwischen ij^i zu ^2' ^ d^ni zweiten Falle, wenn 
^1' = 0, wobei sich die Identität dieser Beziehung sowohl 
auf die Phase wie auf die Amplitude ausdehnt. 

Wenige Beispiele mögen das Verständniss eines Gesetzes 
erleichtern, dessen aussergewöhnliche Allgemeinheit nicht un- 
wahrscheinlich dazu angethan ist, den Eindruck der Unbe- 
stimmtheit zu machen. 

Sind P und Q zwei Punkte einer horizontalen Stange, die 
auf irgend eine Weise unterstützt ist (z. B. ein Ende fest- 
geklemmt und das andere frei), so wird eine bestimmte har- 
monische, transversale Kraft, welche in P angebracht ist, in 
jedem Moment dieselbe verticale Biegung in Q hervorbringen, 
welche P erlitten hätte , wenn der Angriffspunkt der Kraft in 
Q gewesen wäre. 

Nehmen wir Winkelverschiebungen an Stelle von linearen 
Verschiebungen, so ändert sich das Theorem in folgendes: 
Ein gegebenes harmonisches Kräftepaar in P giebt dieselbe 
Rotation in §, welche das in Q angreifende Kräftepaar in P 
hervorbringen würde. 
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Wenn eine Verschiebung linear und die andere eine 
Winkel Verschiebung ist, so kann das Resultat folgendermaassen 
gefasst werden: Nehmen wir für den ersten Fall an, dass in 
P ein harmonisches Kräflepaar wirkt, und für den zweiten 
Fall die Wirkung einer verticalen Kraft von derselben Periode 
und Phase in §, dann hat die lineare Verschiebung von Q in 
dem ersten Falle in jedem Momente dieselbe Phase wie die 
Winkelverschiebung von P in dem zweiten Falle; die Ampli- 
tuden der Verschiebungen stehen in solcher Beziehung zu ein- 
ander, dass das Maximum des Kräftepaares in P dieselbe Arbeit 
thut, wenn sie während der Maximalrotation in P, welche der 
in Q wirkenden Kraft zu verdanken ist, wirkt, als wie das 
Maximum der in Q wirkenden' Kraft thun würde, wenn die- 
selbe auch während der dem in P angreifenden Kräftepaar zu 
verdankenden Maximalverschiebung in Q wirkte. In diesem 
Falle ist die Fassung complicirter, da die Kräfte, weil sie von 
verschiedener Art sind, nicht als gleich genommen werden 
können. 

Nehmen wir die Perioden der Kräfte als ausserordentlich 
gross an, so strebt die jedesmalige Lage des Systems in jedem 
Momente darnach, mit derjenigen Lage zusammenzufallen, in 
welcher das System durch die augenblicklich gerade wirkenden 
Bjäfte in Ruhe gehalten würde; es wird dann die Gleich- 
gewichtstheorie anwendbar. Unser Theorem reducirt sich in 
diesem Falle auf das schon in §.72 bewiesene statische Problem. 

Als zweites Beispiel wollen wir annehmen, dass sich in 
einem von Luft ausgefiillten Räume, welcher entweder ganz 
oder theilweise von festen Wänden begrenzt ist, zwei Kugeln 
Ä und B befinden, deren Mittelpunkte einen Grad von Freiheit 
besitzen. Eine in Ä wirkende periodische Kraft wird dann in 
B dieselbe Bewegung hervorrufen, welche eintreten würde, 
wenn die Theile vertauscht wären. Dies findet Statt, was auch 
für Membranen, Saiten, Stimmgabeln auf Resonanzkästen oder 
andere Körper, welche in Schwingung versetzt werden können, 
in der Nachbarschaft der Kugeln sich befinden mögen. 

Wenn Ä und B zwei Punkte eines festen, elastischen Kör- , 
pers von irgend einer Form bedeuten, so wird weiter nach 
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demselben Theorem eine in Ä wirkende parallel OX Krafb 
dieselbe Bewegung parallel F in dem Punkte B hervorrufen, 
welche eine gleiche , in B parallel Y wirkende Kraft in dem 
Punkte A parallel OX erzeugen wurde. 

Oder weiter: A und B seien zwei Punkte eines von Luft 
erfüllten Raumes, zwischen welchen Hindernisse irgefid wel- 
cher Art sich befinden. Dann wird ein in A erzeugter Schall 
in B mit derselben Intensität vernommen, mit welcher ein 
gleich starker in B erzeugter Schall in A gehört würde i). Das 
Hinderniss kann z. ß. bestehen in einer festen Wand, welche 
von einem oder mehreren Löchern durchbohrt ist.. Dieses Bei- 
spiel entspricht dem optischen Gesetz, dass, wenn durch irgend 
eine Combination von reflectirenden oder brechenden Flächen 
ein Punkt von einem andern aus gesehen werden kann, dass 
dann der zweite auch von dem ersten gesehen werden muss. 
In der Akustik treten die Schallschatten gewöhnlieh nur theü- 
weise auf in Folge des nicht unbedeutenden Werthes der 
Wellenlänge in Vergleich mit den Dimensionen der gewöhn- 
lichen Hindemisse: die reciproke Relation hat ein beträcht- 
liches Interesse. 

Ein weiteres Beispiel können wir der Electricität ent- 
lehnen. Es seien zwei Kreise von isolirtem Draht A und B^ 
und in der Nachbarschaft derselben irgend welche Combina- 
tion von Drahtkreisen oder festen, in Verbindung mit Conden- 
satoren stehenden Conductoren. Eine periodische elektromo- 
torische Kraft in dem Kreise A wird denselben Strom in B 
erzeugen, welcher in A erzeugt würde, wenn die elektromoto- 
rische Kraft in B wirkte. 

Unser letztes Beispiel wollen wir aus der Theorie der 
Leitung und Strahlung von Wärme nehmen, indem wir uns 
auf Newton' s Gesetz als Basis stützen. Die Temperatur in 
irgend einem Punkte A eines die Wärme leitenden und aus- 
strahlenden Systems, welche durch eine stetige (oder harmo- 



^) Heimholt z, Grelle, LVII. Die beiden Schalle müssen der 
Art sein, dass dieselben in der Abwesenheit aller Hindemisse sich 
selbst in gleicher Weise nach allen Bichtungen hin zerstreuen würden. 
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nische) Wärmequelle in B hervorgebracht wird, ist dieselbe, 
wie die Temperatur in J?, welche einer gleichen in A wirken- 
den Wärmequelle zu verdanken ist. Noch weiter wird, wenn 
zu irgend einer Zeit die Quelle in B entfernt wird, der ganze 
nachfolgende Temperaturverlauf in Ä derselbe sein, welcher in 
B stattfinden würde, wenn die Rollen von B und Ä vertauscht 
wären. 

110. Zu der zweiten Fassung des reciproken Theorems 
gelangt man, wenn man in (1) des §. 109: 

V^i = 0, V^a' = 
setzt, woraus: 

W^ti' = V,' t, ...... (1), 

oder: 

^, : ^, = ?r^' : t^i' (2). 

Diese Gleichung zeigt, dass die Beziehung von Wi zu ^j 
in dem ersten Falle, worin i^i = ist, dieselbe ist, wie die 
Beziehung von ^3' zu il>i in dem zweiten Falle, wenn ip^' = 0. 

Daher ist in dem frühern Beispiele der Stange, wenn der 
Punkt P in Ruhe gehalten wird, während dem Punkte Q eine 
bestimmte Schwingung auferlegt wird (durch eine dort ange- 
brachte Kraft), die Reaction davon in B sowohl in der Ampli- 
tude wie Phase dieselbe, wie sie in Q sein würde, wenn dieser 
Punkt in Ruhe gehalten und die bestimmte Schwingung P 
auferlegt wäre. 

Ebenso ist, wenn Ä und B zwei electrische Stromkreise in 
der Nachbarschaft von einer beliebigen Zahl anderer C^ D, . . ., 
entweder geschlossener oder in Condensatoren endend, sind 
und ein gegebener periodischer Strom in Ä durch die dazu 
nöthige elektromotorische Kraft erregt wird, dann ist die in 
B inducirte elektromotorische Kraft dieselbe, welche sie in A 
sein würde, wenn die Rollen von A und B vertauscht wären. 

Die dritte Fassung der Form des reciproken Theorema 
wird erhalten, wenn man in (1) des §. 109 setzt: 

^1 = 0, W = o, 

woraus : 

S^i'^i + 5r,V, = (3), 

oder : 

i>j, : 1I,, = - V,' : Wi' (4). 
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Diese Gleichnng zeigt, dass das Verliältniss von ^i zu ^2 
in dem ersten Falle, wenn ^^ allein wirkt, dasselbe ist, wie 
das negative Verhältniss von W^ zu ^1' in dem zweiten Falle, 
wenn die Kräfte sich der Art zu «inander verhalten, dass durch 
sie ^3' gleich Null gehalten wird. 

"Wenn daher der Punkt P des Stabes in Ruhe gehalten 
wird, während eine periodische Kraft in Q wirkt, so besitzt die 
Reactionskraft in P dasselbe numerische Verhältniss zu der 
Kraft in §, welches die Verschiebung in Q zu der Verschie- 
bung in F haben würde, wenn der Stab durch eine in P an- 
gebrachte Kraft zum Schwingen gebracht worden wäre. 

111. Die Gültigkeit des reciproken Theorems ist flr alle 
Systeme nachgewiesen, bei welchen die Reibungskräfte durch 
die Function F dargestellt werden ; es ist indessen einer wei- 
tern und zwar einer höchst wichtigen Verallgemeinerung 
fähig. Wir haben in der Wirklichkeit die Existenz der Func- 
tion F für eine grosse Classe von Fällen nachgewiesen, in 
welchen der Bewegung Kräfte widerstehen, die proportional 
der absoluten oder relativen Geschwindigkeit sind; es giebt 
aber noch andere Quellen der Zerstreuung der Energie, 
die nicht unter diese Fälle gebracht werden können, deren 
Wirkungen aber gleichfalls von Wichtigkeit sind, z. B. die 
Zerstreuung, welche aus der Wärmestrahlung und Wärme- 
leitung herrührt. Wenn es auch richtig ist, dass in diesen 
Fällen die Kräfte nicht für alle möglichen Bewegungen 
in einem constanten Verhältniss zu den Geschwindigkeiten 
oder Verschiebungen stehen , so sind dieselben doch in jedem 
wirklichen Falle einer periodischen Bewegung (r) nothwendi- 
ger Weise auch periodisch und lassen sich daher, welches 
auch ihre Phase ist, stets ausdrücken durch eine Summe von 
zwei Gliedern, von denen das eine der Verschiebung (ab- 
solut oder relativ) und die andere der Geschwindigkeit des 
betreffenden Theiles des angegriffenen Systems proportional 
ist. Sind die Coefßcienten dieselben, zwar nicht nothwendiger 
Weise für alle möglichen Bewegungen, aber doch für alle 
Bewegungen von der Periode (r), so existirt die Function 
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in dem einzigen Sinne, wie sie für unsern gegenwärtigen Zweck 
nothwendig ist. In der That ist es, da das Theorem sich nur 
auf Bewegungen von der Periode r beschränkt, vollkommen 
gleichgültig, ob die Functionen T, F, F von r abhängen oder 
nicht. Bei einer solchen Ausdehnung ist das Theorem vielleicht 
allgemein genug, um über das ganze Feld von dissipativen 
Kräften ausgedehnt zu werden. 

Es ist von Wichtigkeit, sich daran zu erinnern, dass das 
Princip der Reeiprocität auf Systeme begrenzt ist , welche um 
eine Gleichgewichts - Configuration schwingen und daher 
nicht ohne eine ge\irisse Reserve auf solche Probleme, wie das 
sich in der Fortpflanzung von Schallwellen durch die von Wind 
bewegte Atmosphäre darbietende, anwendbar ist. Die Schwin- 
gungen müssen ferner der Art sein, dass das Quadrat der Be- 
wegung vollkommen vernachlässigt werden kann; andererseits 
würde unsere Beweisführung nicht Stich halten. Andere oflfen- 
bare Ausnahmen hängen von einem Missverständniss desPrin- 
cips selber ab. Man muss ferner darauf achten , das richtige 
Entsprechen zwischen Kräften und Verschiebungen zu beob- 
achten, wobei die allgemeine Regel die ist, dass die Wirkung 
einer Kraft während einer Verschiebung als geleistete Ar- 
beit darzustellen ist. Kräftepaare entsprechen daher Ro- 
tationen,, Drucke entsprechen einem Zuwachs an Volu- 
men u. s. w. 

112. In Capitel UI betrachteten wir die Schwingung 
eines Systems mit einem Grad von Freiheit. Der Rest dieses 
Capitels soll nun einigen Details des Falles, wo die Anzahl der 
Grade von Freiheit zwei ist, gewidmet sein. 

Bezeichnen x und y die beiden Coordinaten, so haben die 
Ausdrücke für T und V die Form: 



2 T= Lx^ + 2 Mxy + Nf 
2 V= Ax^ + 2 Bxy + Cy^ 



j . . . . (1); 



so dass (s. §. 44) die Bewegungsgleichungen, wenn keine Rei- 
bung vorhanden ist, folgendem! aassen lauten: 



(2). 



> • 



(3), 
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Lx + Jfy + ^ÄJ + J?y == X 

Wenn keine äusseren Kräfte vorhanden sind, so haben 
wir für die natürlichen Schwingungen: 

(i2)3 + A)x + (JfD2 + ^)y = 

(MD« + B)x + (iV2)2 -f Oy=^ 

worin D das Symbol für die Differentiation nach der Zeit ist 
Ist eine Lösung von 3): a? = le^*'^ y = we^', so ist A* 
eine der Wuraseln von: 

{Lk^ + A) {Nk^ + C) — (itf A3 + JB)« = . . (4), 
oder : 

k^{LN — jyP) + k^LC -{- NA — 2MB) 

4- ^C — J52 = o . . . . (5). 

Die Constanten L, M, N; A, B, G sind nicht ganz will- 
kürlich. Da T und V noth wendiger Weise positiv sind, so 
müssen die folgenden Ungleichheiten erfüllt werden: 

LN> M\AC> B^ (6). 

Ueberdies müssen i, JV, A, G selbst positiv sein. 

Wir wollen jetzt weiter die Wirkung dieser Einschrän- 
kungen auf die Wurzeln von (5) untersuchen. 

Au erster Stelle sind die drei Coefficienten der Gleichung 
positiv. Für den ersten und dritten liegt dieses wegen (6) 
auf der Hand. Der Coefficient von k^ ist: 

= (VTg — V^^ + 2VlNAC — 2 MB; 

hierin ist, wie sich aus (6) ergibt, VlNAG nothwendiger 
Weise grösser wie MB» Wir schliessen daraus, dass die Werthe 
von A^, wenn sie reelle Werthe haben, beide negativ sind. 

Es bleibt noch übrig zu beweisen, dass die Wurzeln 
in der That reell sind. Die hierzu nothwendige Bedingung ist 
die, dass der folgende Ausdruck nicht negativ ist: 

(LG + NA — 2 MBy — 4.{LN — m) {AG — B^. 

Nach einer leichten Reduction kann dieser in folgende 
Form gebracht werden: 

]|^ayleigh, Theorie des Schalles. \i 
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4 {Vln . B — Vag . m > 

Dieser Ausdruck zeigt, dass die Bedingung erfüllt ist, da 
yLNA C — MB positiv ist. Wir liaben hier den analytischen 
Beweis dafür, dass die Werthe von A^ beide reell und negativ 
sind; eine Thatsache, welche wir ohne irgend eine Rechnung aus 
der physikalischen Constitution des Systems hätten voraus- 
sagen können, da die Werthe dazu dienen, die Schwingungen 
des Systems auszudrücken. 

, Die zwei Werthe von A^ sind verschieden, wenn nicht 
folgende beide Ausdrücke verschwinden: 

Vln. b — Vag .M=o^ 

Vlg — vwä = r 

das erfordert, dass: 

L:,M:N= Ä: B: C (7). 

Das gewöhnliche sphärische Pendel ist ein Beispiel dieses 
Falles. 

Mit Hülfe einer zweckmässig gewählten Krafl T kann man 
verhindern, dass die Coordinate y sich ändert Das System 
verliert dann einen Örad von Freiheit; die Periode, welche 
dem übrigbleibenden Grad von Freiheit entspricht, ist im All- 
gemeinen verschieden von jeder der beiden, welche möglich 
werden vor der Einführung von Y. Nehmen wir an, dass die 
Bewegungstypen, welche erhalten werden, wenn wir so abwech- 
selnd die Variation von y und x hindern, respective: 6^^', ci"«' 
sind. Dann werden- fti*, (i^^ die Wurzeln der Gleichung: 

(XA3 + Ä) (Nk^ +0 = 0, 

welche wir nämlich aus (4) erhalten, wenn man M und B 
unterdrückt Daher kann (4) selbst in die Form gebracht 
werden: ' , 

LN(k^-iii^) iX^-(h')^(Mk^ + By . . (8) 

Diese Gleichung zeigt sofoiii, dass keine der Wurzeln von 
A* zwischen den Werthen von fti* und fta^ liegen kann. Eine 
kleine weitere Untersuchung zeigt, dass eine der Wurzeln 
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grösser wie die beiden Grössen iii\ fi^^ ist und die andere 
kleiner wie diese beiden. Denn setzen wir: 

/ (A2) = LN(l^ — /ii2) (A2 — ^2 2) _ (Ml^ + 5)2, 

so sehen wir, dass wenn A2 sehr klein ist, / gleich dem posi- 
tiven (äO — B^) ist; wenn A2 bis fii^ abnimmt (algebraisch), 
dann wechselt / sein Zeichen und wird negativ. Zwischen und 
fii^ muss sich daher eine Wurzel befinden ; und ebenso zeigt 
sich durch ähnliche Schlussfolgerung, dass eine Wurzel zwischen 
1^2 2 und — 00 liegt. Wir schliessen daraus, dass die Töne, 
welche man erhält, wenn man das System den zwei Arten der in 
Frage stehenden Gebundenheit aussetzt, in Bezug auf ihre Höhe 
beide zwischen den von den natürlichen Schwingungen des 
Systems gegebenen Tönen liegen. In besonderen Fällen kön- 
nen fti2 und ft2^ einander gleich sein, dann ist: 

Dieser Satz lässt sich verallgemeinern. Jede Art von 
Gebundenheit, welche das System noch in Besitz von einem 
Grad von Freiheit lässt, kann man als die Auferlegung einer 
erzwungenen Beziehung zwischen den Coordinaten ansehen, 
wie etwa: 

ax + ßy — (10). 

Wenn jetzt ax -\- ßy und irgend eine andere homogene 
lineare Function von x und y als neue Variable genommen wer- 
den, so zeigt dieselbe Beweisführung, dass die einzige Periode, 
welche dem System nach Einführung der Gebundenheit mög- 
lich ist , in Bezug auf ihren Werth zwischen den beiden liegt, 
welche die natürlichen Schwingungen vorher besassen. Um- 
gekehrt liegen die aJwei Perioden, welche möglich sind, wenn 
eine Gebundenheit aufgehoben wird, zu beiden Seiten der ur- 
sprünglichen Periode. 

Sind die Werthe von A2 einander gleich, was nur ge- 
schehen kann, wenn: 

L: M: N = Ä: B : 0, 

11* 
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SO hat die EiBfuhmng einer Gebundenheit anf die Periode 
keine Wirkung; z. B. hat die Begrenzung eines sphärischen 
Pendels auf eine verticale Ebene keine Wirkung. 

113. Als ein einfaches Beispiel eines Systems mit zwei 
Graden von Freiheit können wir eine gespannte Saite von der 
Länge l nehmen, welche selbst ohne Trägheit ist, aber zwei 
gleiche Massen- m in den ' Entfernungen a und b von dem 
einen Ende trägt (Fig. 17). Spannung = Ti. 

Fig 17. 

• ■' ■ ■ ■ ' ■ • i 

Bezeichnen x und y die Verschiebungen, dann ist: 

(aj-y)3 , 3/2 



= -. I? + 



2 7=2'x - + i-,: ^ + 



j> — a l — }> 

Da T und V nicht dieselbe Form haben, so folgt, dass 
die zwei Schwingungsperioden in jedem Falle ungleich sind. 

Sind die Gewichte symmetrisch angebracht, so liegt der 
Charakter der zwei Schwingungscomponenten auf der Hand. 
Bei der ersten, welche die längere Periode hat, bewegen sich 
die beiden Gewichte zusammen, so dass x und y die ganze 
Schwingung hindurch gleich bleiben. Bei der zweiten sind x 
und y numerisch gleich, haben aber entgegengesetztes Vor- 
zeichen. Der mittlere Punkt der Saite bleibt dann in Ruhe, 
die zwei Massen befinden sich immer auf einer durch diesen 
ruhenden mittlem Punkt hindurchgehenden geraden Linie. 
In dem ersten Falle ist x — y = und in dem zweiten 
Ä + y = 0, so dass X — y und x -\- y die neuen Variablen 
sind, welche genommen werden müssen, um die Functionen 
T und V gleichzeitig auf Summen von Quadraten zu reduciren. 

Sind z. B. die beiden Massen so angehängt, dass dadurch 
die Saite in drei gleiche Theile getheilt wird, dann ist: 



2 T ^ j {(x + p)^ + (x - p)*) 



(1), 



• • 



. <2), 
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woraus wir als vollständige Lösung erhalten: 

x + y = Acos (yi^ . « + «) 

worin, wie gewöhnlich, die Constanten Ä^ a, J5, ß durch die 
Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. 

114. Wenn die beiden natürlichen Perioden eines Systems 
nahezu einander gleich sind, so tritt die Erscheinung einer inter- 
mittirenden Schwingung manchmal in einer sehr merkwürdigen 
Weise auf. Um dies zu veranschaulichen, können wir auf die 
Saite zurückgreifen, welche, wie wir jetzt annehmen wollen, be- 
lastet ist mit zwei gleichen Massen in Entfernungen von den Enden 
der Saite, die ein Viertel der ganzen Länge betragen. Wenn der 
Mittelpunkt der Saite absolut fest wäre, so worden die beiden 
ähnlichen Systeme auf jeder Saite desselben vollkommen von 
einander unabhängig sein, oder es würden, wenn das Ganze 
als ein System betrachtet würde, die zwei Schwingungsperio- 
den einander gleich sein. Wir nehmen nun an, dass der 
Mittelpunkt, anstatt dass er absolut fest ist, befestigt ist an 
Federn oder einer andern Vorrichtung, die keine Trägheit hat, 
so dass der Mittelpunkt ein wenig nachgeben kann. Der in 
Betreff der Trägheit gemachte Vorbehalt ist geschehen, um die 
Einfahrung eines dritten Grades von Freiheit zu vermeiden. 

Aus der Symmetrie ist ersichtlich, dass die fundamentalen 
Schwingungen des Systems die sind, welche durch x -\- y und 
Ä — y dargestellt werden. Ihre Perioden weichen etwas von 
einander ab, weil we^en des Nachgebens des Mittelpunktes 
die potentielle Energie einer Verschiebung, wenn x und y 
gleich sind, geringer ist, als die einer Verschiebung, wenn x 
und y entgegengesetzte Vorzeichen haben, während die kine- 
tische Energie für die beiden Arten von Schwingungen die- 
selbe ist. In der Auflösung: 

X + y = Acos (nit + a)] ' . . (1) 

X — y = Bcos (n^t + ß)] 



! 
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haben wir daher ni und ^2 als nahezu, wenn auch nicht ganz 
gleich anzunehmen. Wir wollen nun annehmen, dass x und x 
im Anfange verschwinden. Die Bedingungen hierfür sind: 

Acosa -{- Bcosß = Ol 
fiiAsina + n^Bsinß = OJ 

was annähernd giebt: 

A + B = 0, a = ß- 

Daher ist: 



X ^= A stn t sin 
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2 




«2 
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(c^ ' + «)| 



2/L = ^cos -^— T / COS ( t + aj 
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Der Werth der Coordinate x ist hier angenähert durch 
einen harmonischen Ausdruck ausgedrückt, dessen Amplitude, 

welche proportional sin ^ 1 , eine ein wenig variirende 

harmonische Function der Zeit ist. Die Schwingungen der 
Coordinaten sind daher intermittirend und so abgeglichen, dass 
jede der beiden Amplituden verschwindet in dem Momente, 
wo die andere ihr Maximum hat. 

Diese Erscheinung tritt sehr hübsch zu Tage bei einer 
sehr tiefen Stimmgabel, welche an den Enden schwer belastet 
ist und sehr fest gehalten wird dadurch, dass man den Stiel 
in eine massive Unterlage einschraubt. Wenn die Gabel in 
der gewöhnlichen Weise schwingt, so kommt die Starrheit, 
oder ein Mangel an Starrheit, des Stieles nicht ins Spiel; 
wenn indessen die Verschiebungen der zwei Zinken in dersel- 
ben Richtung geschehen, so hat das geringe Nachgeben 
des Stieles eine kleine Aenderung der Periode zur Folge. 
Wenn die Gabel dadurch erregt wird, dass man die eine Zinke 
anstreicht, so sind die Schwingungen intermittirend und schei- 
nen sich selbst zwischen den Zinken hin und zurück zu über- 
tragen. Wenn indessen die Unterlage nicht sehr fest ist, so ist 
die aussergewöhnliche Schwingung, welche eine Bewegung des 
Schwerpunktes in sich schliesst, bald zerstreut; und dann scheint 
natürlich die Schwingung vollkommen stetig geworden zu sein. 
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Wird die Gabel nur in der Hand gehalten, so kann die Er- 
scheinung der Intermittenz überhaupt nicht erhalten werden, 

115. Die gespannte Saite mit zwei angehängten Massen 
kann dazu benutzt werden, einige allgemeine Principien zu ver- 
anschaulichen. Z. B. liegt die Periode der Schwingung, welche 
allein als mögliche überbleibt, wenn eine der Massen in Ruhe 
gehalten wird , zwischen den beiden freien Perioden. Jeder 
Zuwachs bei einem von den beiden Gewichten erniedrigt die 
Höhe der beiden natürlichen Schwingungen und umgekehrt. 
Wenn das neue Gewicht in einem Punkte der Saite angebracht 
wird, welcher nicht mit den Stellen übereinstimmt, wo die 
anderen Gewichte angebracht sind, noch mit dem Knotenpunkt 
einer der beiden vorher möglichen Schwingungen (die andere 
hat keinen Knotenpunkt), so ist die Wirkung die, dass beide 
^ schon vorhandenen Perioden noch verlängert werden. Wa& 
die dritte endliche Periode betrifft, welche fiir die erste Zeit 
nach der Hinzufügung des neuen Gewichtes möglich wird, so 
muss dieselbe angesehen werden als abgeleitet von einer un- 
endlich kleinen Grösse, von denen, wie man annehmen kann, 
eine unendliche Zahl Theil an dem System hat. Es ist lehr- 
reich, die Wirkung der Einfiihrung eines neuen Gewichtes und 
seiner allmäligen Steigerung von Null bis Unendlich zu verfol- 
gen; zu diesem Zwecke wird es indessen einfacher sein, den 
Fall zu nehmen, wo nur noch ein anderes Gewicht vorhanden 
ist. Im Anfange, wenn das hinzukommende Gewicht sehr 
klein ist, ist eine endliche Periode ri vorhanden und eine 
andere r^ von unendlich kleiner Grösse. Wenn das Gewicht 
wächst, wird v^ endlich und beide ti und t^ wachsen conti- 
nuirlich. Wir wollen uns nun überlegen, was eintritt, .wenn 
das Gewicht sehr gross wird. Eine der Perioden ist nothwen- 
diger Weise gross und föhig, über alle Grenzen zu wachsen. 
Die andere muss sich einer bestimmten endlichen Grenze 
nähern. Die erste gehört einer Bewegung an, bei welcher die 
grössere Masse nahezu so schwingt, als wenn die andere nicht 
vorhanden wäre; die zweite ist die Periode der Schwingung 
der kleineren Masse, welche eintritt, wenn die grössere Masse 
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fest ist. Da nun Xi und t^ nie einander gleich sein können, 
so muss ti stets die grössere sein; wir sehliessen hieraus, dass 
es, wenn das Gewicht fortwährend grösser wird, ti ist, welches 
unendlich ^wächst, und tg, welches sich einer endlichen Grenze 
nähert. 

Wir gehen nun zu der Betrachtung erzwungener Schwin- 
gungen über. 

116. Die allgemeinen Gleichungen für ein System mit 
zwei Graden von Freiheit sind mit Einschluss der Reibung: 



(LD3 -\.aD + Ä)x + (MD'^ + ßD + B)y = X 
(MD^+ßD + B)x+ (ND^ + yD+ C)y=Y. 



(1). 



In dem Folgenden werden wir voraussetzen, dass F == 
und dass X = e*PK Die Auflösung für y lautet: 



^~" (.Ä-p^L + iap) (C-'p^N+iyp) — (B—p^M + ißpY 



.(2). 



Wenn die Verbindung zwischen x und y lockerer Art 
ist, so sind die Constanten J!f, /3, B klein, so dass im Allge- 
meinen das Glied (B — p^ M -^ iß p)^ im Nenner vernachläs- 
sigt werden kann. Ist dieses gestattet, so ist die Coordinate 
y dieselbe, als wenn x an einer Veränderung gehindert würde, 
und eine Erafb Y eingeführt worden wäre, deren Grösse von 
JVi y und C unabhängig ist. Wenn dagegen in Folge eines 
angenäherten Isochronismus zwischen der Kraft und einer der 
Bewegungen, welche möglich werden, wenn x oder y gezwun- 
gen werden, Null zu bleiben, wenn also entweder J. — pL^ -f- iap 
oder C — p^N -\- iyp klein sind, so muss das Glied des Nen- 
ners, welches die Coefficienten des gegenseitigen Einfluss ent- 
hält, beibehalten werden, da es nicht länger relativ unwichtig 
ist; die Lösung hat demgemäss einen complicirteren Charakter. 

Symmetriegründe zeigen, dass wir, wenn X = 0, T=e*p* 
angenommen wäre, denselben Werth für x gefunden hätten, 
den wir nun far y erhalten haben. Dies ist das reciproke 
Theorem des §. 108 auf ein System angewandt, welches zwei 
unabhängige Bewegungen ausführen kann. Auf die Saite 
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mit zwei Gewichten können wir uns auch hier weiter noch 
als Beispiel beziehen. ^ 

117. Soweit für eine auferlegte Kraft. Wir wollen jetzt 
annehmen, dass die Bewegung einer Coordinate (x = e*^0 
vorgeschrieben ist, während Y = 0; der grösseren Einfachheit 
halber wollen wir uns auf den Fall, wo /3 = 0, beschränken. 
Der Werth von ^ ist: 

_ (B — Mp^)e'p^ 
^ ~ C — Np^ + iyp • ^^^' 

Wir wollen jetzt die Rückwirkung dieser Bewegung auf x 
untersuchen. Wir haben: 

C — Np^ + typ ^ ^ 

Sind der reelle und der imaginäre Theil der Coefficienten 
von e*P^ respective Ä' und ia'p^ so können wir setzen: 

(MB^ + B)y = Ä'x + (x!x. . •. . . . (3) 
und 

, ^ _ (B-Mp^y(G — Np^) 

(C — Np^)^ + y2p2 .... W, 

_ (B - Mp^)^r 

~~ {C — Np^y + y^p^ ^ ^* 

Es ergiebt sich hieraus, dass die Rückwirkung von y 
(ober- und unterhalb dessen, was verursacht würde, wenn 
y = gehalten würde) dargestellt wird dadurch, dass man Ä 
in A + A!' und a in a + ^' ändert, wo A* und a' die obigen 
Werthe besitzen und dass diese Rückwirkung demnach der 
Wirkung einer Aenderung in den Coefficienten der elastischen 
Kraft und Reibung äquivalent ist Diese Aenderungen sind 
indessen nicht constant, sondern Functionen der Periode 
der betrachteten Bewegung, deren Charakter wir nun be- 
trachten wollen. 

Es sei n der Werth von^, welcher der natürlichen rei- 
bungslosen Periode von y entspricht (wenn x auf gehalten 
wird), so dass C — n^^ = 0. Dann ist; 
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N (i>2 — W2) 



KJ^ J^P ) 2\p(^2 _ ^3)2 + y2jp2j 



. . (6). 



In den meisten Fällen, welche wir praktisch zu beachten 
haben, ist y klein; es concentrirt sich das Interesse dann 
hauptsächlich auf Werthe von p, welche nicht viel von n ver- 
schieden ftnd. Wir wollen dementsprechend die Variationen 
des positiven - Factors (B — Mp^y ausser Rechnung lassen 
und in dem kleinen Gliede y^p^ für p den angenäherten Werth 
n einsetzen. Wenn p nicht nahezu gleich n ist, dann ist das 
in Frage stehende Glied von keiner Bedeutung. 

Wie wir aus dem allgemeinen Princip der Arbeit voraus- 
sagen können, ist a' stets positiv. Sein Maximalwerth wird 
erreicht, wenn p nahezu = w ist, und ist dann proportional 

— r, welche Grösse sich umgekehrt wie y ändert. Dies 
yn^ ° 

hätte bei einem oberflächlichen Blick über die vorliegende 
Frage nicht erwartet werden können ; denn es scheint eher 
paradox zu sein, dass, je grösser die Reibung ist, desto. gerin- 
ger ihr Resultat sein sollte. Man muss sich aber daran er- 
innern, dass y nur der Coefficient der Reibung ist und dass, 
wenn y klein ist, die Maximalbewegung so gesteigert wird, 
dass die ganze gegen Reibung geleistete Arbeit grösser ist, 
als wenn y beträchtlicher wäre. 

Das grösste Interesse verdient aber die Abhängigkeit von 
Ä' von p, Ist p kleiner wie w, so ist Ä' negativ.- Wenn p 
den Werth'« passirt, so verschwindet erst -4' und wechselt 
dann das Zeichen. Ist Ä' negativ, so ist der Reactionseinfluss 
von y der, als wenn die Kraft, welche die Schwingung aufrecht 
hält, verringert wird. Wir sehen, dass dieses eintritt, wenn 
die erzwungene Schwingung langsamer ist wie die, welche y 
allein natürlich ist. Das Bestreben der Schwingung y ist daher 
das: die Schwingung x zu verlangsamen, wenn die letztere 
schon die langsamere ist, dagegen dieselbe zu beschleunigen, 
wenn sie schon die raschere ist. Nur in dem kritischen Falle 
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von vollkommenem Isochronismus verschwindet eine derartige 
Beeinflussung. Der Versuch x in dem durch n bestimmten 
Verhältniss schwingen zu lassen , zeigt eine eigenthümliche 
Schwierigkeit, analog derjenigen, welche eintritt bei der Ba- 
lancirung eines schweren Körpers, dessen Schwerpunkt über 
der Unterstützi^ng liegt. Nach welcher Seite hin auch eine 
kleine Abweichung von genauer Adjustirung eintreten mag, 
die abhängige Schwingung hat stets den Einfluss: den Fehler 
zu vergrössern. Beispiele von Mangel an Stabilität in der Ton- 
höhe, welche eine starke Resonanz begleitet, werden uns später 
begegnen; unzweifelhaft aber findet die interessanteste An- 
wendung der Resultate dieses Abschnittes statt bei der Erklä- 
rung der anomalen Dispersion durch Substanzen, welche eine 
sehr ausgesprochene Absorption eines Spectioimtheiles zeigen; 
diese anormale Dispersion erstreckt sich bekanntlich auf die 
beiden Lichtarten, welche bei dem normalen Spectrum unmit- 
telbar auf jeder Seite der Absorptionsbande liegt i). Es wurde 
von Christiansen und Kundt, den Entdeckern dieser be- 
merkenswerthen Erscheinung, beobachtet, dass Medien von 
der in Frage stehenden Art (z. B. Fuchsin in einer Alkohol- 
lösung) den Strahl unmittelbar unter der Absorptionsbande 
anormal zuviel brechen und den über der Ahsorptionsbande 
ebenso zu wenig. Nehmen wir an, was aus anderen Gründen 
natürlich ist, dass »die intensive Absorption das Resultat einer 
TJebereinstimmung zwischen den Schwingungen der absorbir- 
ten Lichtart und einigen dfen Molecülen der absorbirenden 
Substanz eigenen Schwingungen ist, so wird unsere Theorie 
angeben, dass für Licht von etwas grösserer Periode die Wir- 
kung dieselbe sein muss, wie eine Verringerung der natürlichen 
Elasticität des Aethers, und eine solche Verringerung oöen- 
bart sich in einer langsameren Fortpflanzung und vergrösserter 
Brechung. Auf der andern Seite der Absorptionsbande muss 
ihr Einfluss in der entgegengesetzten Richtung auftreten. 

Um das Gesetz des Zusammenhanges zwischen A* 



^) Phil. Mag. May 1872. Ebenso Sellmeier, Pogg. Ann. Bd. 143, 
p. 272. 
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und p aufzustellen, nehmen wir der Kürze halber yn = a^ 
^ (jp3 — «2) ^=: ^^ gQ dass: 

X 



A! 



oc 



aj2 + «2- 

Wird das Zeichen von x geändert, so kehrt sich A! mit x 
um, aber behält seinen numerischen Werth. Wenn x = 
oder + 00 , so verschwindet A\ 

Fig. 18. 
Y 




X 



Daher liegt der Anfangspunkt auf der Curve far A' 
(Fig. 18), die a?-Axe ist eine Asymptote. Die Maximal- und 
Minimalwerthe von A* treten auf, wenn x respective gleich 
+ (i oder — a ist; dann ist: 

X . 1 



~~2a* 



(7). 



a;2 4- a2 
Die entsprechenden Werthe von p werden gegeben durch: 

Je kleiner also der Werth von a oder y, desto grösser ist 
die Maximaländerung von J., der entsprechende Werth von p 
nähert sich dann ebenso mehr und mehr w. Es ist wohl zweck- 
mässig zu wiederholen, dass bei der Anwendung in der Optik 
eine Verminderung von y begleitet ist von einem Zuwachs in 
dem Absorptionsmaximum. Wenn der Periodenausgleich der 
Art ist, dass daraus zu Gunsten von A* das Grösstmöglichste 
sich ergiebt, so ist der entsprechende Werth von a' die Hälfte * 
des Maximums für a. 



• 



Sechstes Capitel. 

Transversale Schwingungen von Saiten. 

1 18. Unter den schwingenden Körpern nehmen keine 
eine hervorragendere Stellung ein, wie die gespannten 
Saiten. Seit den ältesten Zeiten sind dieselben zu musikali- 
schen Zwecken benutzt worden; gegenwärtig bilden sie noch 
die wesentlichsten Theile solcher wichtigen Instrumente, wie 
das Ciavier und die Violine. Von besonderem Interesse müssen 
dieselben auch dem Mathematiker sein, weil sie das Schlacht- 
feld sind, auf welchem, die Controversen- von D'Alembert, 
Euler, BernouUi und Lagrange über die Natur der Lösun- 
gen partieller Differentialgleichungen ausgefochten wurden. 
Für denjenigen, welcher sich mit Akustik beschäftigt, sind 
die gespannten Saiten doppelt wichtig. In Folge der ver- 
gleichsweisen Einfachheit ihrer Theorie sind sie der Boden, 
auf welchem schwierige oder zweifelhafte Fragen, wie die, 
welche sich auf die Natur der einfachen Töne beziehen, am 
Vortheilhaftesten entschieden werden können; während diesel- 
ben in der Gestalt des Monochords oder des Sonometers die 
allgemein nützlichsten Mittel zur Vergleichung der Tonhöhe 
darbieten. 

Die Saite der Akustik ist eine vollkommen gleichförmige 
und biegsame Faser von fester Materie, welche zwischen zwei 
festen Punkten ausgespannt ist — in Wirklichkeit ein idealer 
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Körper, der in der Praxis niemals verwirklicht wird, wenn auch 
die meisten in der Musik gebrauchten Saiten ihm sehr nahe 
kommen. Wir werden später sehen, wie man jeder kleinen 
Abweichung von der vollkommenen Biegsamkeit und Gleich- 
förmigkeit Rechnung trägt. 

Die Schwingungen einer Saite können in zwei scharf ge- 
schiedene Olassen eingetheilt werden, welche in der Praxis von 
einander unabhängig sind, wenn die Amplituden gewisse Gren- 
zen nicht überschreiten. Bei der ersten Classe sind die Ver- 
schiebungen und Bewegungen der Theile longitudinal, so 
dass die Saite stets gerade bleibt. Die potentielle Energie 
einer Verschiebung hängt nicht von der ganzen Spannung, 
sondern von den Aenderungen der Spannung ab, welch« in 
den verschiedenen Theüen der Saite auftreten und von der ver- 
grösserten oder verringerten Ausdehnung abhängen. Um die- 
selbe zu berechnen, müssen wir die Beziehung zwischen der Aus- 
dehnung einer Saite und der spannenden Kraft kennen. Das an- 
genäherte Gesetz (welches von Hooke stammt) kann so aus- 
gedrückt werden, dass man sagt: die Ausdehnung ändert sich 
wie die Spannung, so dass wir, wenn l und V die natürlichen 
und die gespannten Längen der einen Saite bedeuten und T 
die Spannung, haben: 

wo E eine Constante ist, welche von dem Material und dem 
Querschnitt abhängt. Dieselbe kann als die Spannung defi- 
nirt werden, welche nothwendig ist, um die Saite auf ihre 
doppelte natürliche Länge zu bringen, wenn das Gesetz auf so 
grosse Länge ausgedehnt wird , was im Allgemeinen mit der 
Wirklichkeit bei Weitem nicht übereinstimmt. 

119. Die Schwingungen der zweiten Art sind trans- 
versal; d.h. dieTheilchen der Saite bewegen sich merklich nur 
in Ebenen, welche senkrecht zu der durch die Saite gebildeten 
Linie sind. In diesem Falle hängt die potentielle Energie einer 
Verschiebung von der ganzen, allgemeinen Spannung ab; die 
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kleinen Spannungsänderungen, welche den Zuwachs an Span- 
nung, der von den Verschiebungen herrührt, begleiten, können 
ausser Rechnung gelassen werden. Es ist hierbei eingenommen, 
dass die Streckung, welche von der Bewegung herrührt, ver- 
nachlässigt werden kann im Vergleich mit der Streckung, 
welcher die Saite schon in ihrer Gleichgewichtslage unterworfen 
ist. lieber die Erfüllung dieser Bedinguüg einmal sicher, 
brauchen wir bei der Untersuchung der transversalen Schwin- 
gungen nichts weiter von dem Gesetz der Ausdehnung zu 
kennen. 

F*" Die allgemeinste Schwingung von transversaler oder seit- 
licher Art kann, wie wir gleich beweisen werden, in zwei 
Sätze von normalen Schwingungscomponenten aufgelöst werden, 
die in senkrecht zu einander stehenden Ebenen vor sich gehen. 
Da allein in den Anfangsbedingungen ein zur Frage gehöriger 
Unterschied zwischen der einen und der andern Ebene begrün- 
det sein kann, so genügt es fär die meisten Zwecke, die Be- 
wegung als begrenzt anzunehmen auf eine einzelne Ebene, 
welche durch die Linie der Saite hindurchgeht. 

Bei der Behandlung der Theorie der Saiten ist es ge- 
bräuchlich, mit zwei particulären Lösungen der partiellen Dif- 
ferentialgleichung zu beginnen, welche die Fortpflanzung der 
Wellen in der positiven und der negativen Richtung darstellen 
und diese der Art zu combiniren, dass sie mit dem Falle einer 
endlichen Saite, deren Enden in Ruhe gehalten werden, über- 
einstimmen; keine von diesen Lösungen kann, für sich allein 
genommen, bestehen bei der Existenz von Knotenpunkten, 
oder Stellen von vollkommener Ruhe. Diese Betrachtungsweise 
der Frage ist sehr wichtig; wir werden sie auch vollständig 
durchnehmen; indessen erscheint es kaum wünschenswerth, 
die Lösung zu allererst schon auf Grund einer Eigenschaft zu 
finden, die nui* einer gleichförmigen Saite in solchem Grade 
zukommt, wie es bei der ungestörten Fortpflanzuiig der Wellen^ 
doch der Fall ist. Wir wollen nach der allgemeineren Methode 
vorgehen, indem wir annehmen (gemäss dem, was in dem 
letzten Capitel bewiesen wurde), dass die Bewegung in Nor- 
malcomponenten von harmonischem Typus aufgelöst werden 
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kann, und indem wir dann die Perioden und den Charakter 
der letzteren durch die speciellen Bedingungen des Systems 
bestimmen. 

Um diesen Plan auszuführen, muss der erste Schritt natür- 
lich die Untersuchung der partiellen Differentialgleichung sein, 
welcher die Bewegung einer continuirlichen Saite unterliegt 
Um aber einen Punkt klarzustellen, dessen vollkommenes 
Verständniss sehr wichtig ist — das ist nämlich der Zusam- 
menhang zwisc'hen endlicher und unendlicher Freiheit und dem 
diesem entsprechenden Uebergang zwischen willkürlichen Con- 
stanten und willkürlichen Functionen — , wollen wir auf einem 
etwas anderxi Wege vorgehen. 

120. In Capitel in ergab es sich, dass die fundamen- 
tale Schwingung einer Saite in ihrem Charakter nicht ganz 
geändert wird, wenn man die Masse im Mittelpunkt concentrirt. 
Indem wir diese Idee verfolgen, sehen wir, dass wir, wenn die 
ganze Saite in eine Anzahl von kleinen Theilen getheilt und 
die Masse eines jeden Theils in dessen Mil^telpunkt concentrirt 
wird, durch Wahl einer hinreichend grossen Anzahl dieser Theile 
zu einem System kommen, welches noch von endlicher Freiheit 
ist, aber auch fähig ist, mit jeder nur gewünschten Annähe- 
rung die continuirliche Saite darzustellen, wenigstens so weit, 
wie es die unteren Schwingungscomponenten betrifft E^ann 
die analytische Lösung for irgend eine Anzahl von solchen Ein- 
theilungen erhalten werden, so wird die Grenze dieser Lösung 
das einer gleichförmigen Saite entsprechende Resultat geben. 
Dies ist die von Lagrange befolgte Methode. 

£s sei l die Länge, g l die ganze Masse der Saite, so dass 
also Q die Masse in der Längeneinheit bedeutet; Ti sei die 
Spannung. 

Fig. 19. 



Die Länge der Saite wird in m + 1 gleiche Theile (a) ge- 
theilt, so dass: 
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(fn + l) a = l . . . (1). 

In den m Theilungspunkten denken wir uns gleiche Massen 
fAooncentrirt, welche die Masse derjenigen einzelnen Stücke (a) der 
Saite darstellen, die von diesen Punkten gerade halbirt werden. 
Die Masse eines jeden der beiden Endstücke von der Länge 

jr a denken wir uns in den Endpunkten concentrirt. Unter 

diesen Annahmen ist: 

(m+ l)(i=Ql (2). 

Wir gehen nun zu der Schwingung einer Saite über, 
welche selbst keine Trägheit besitzt, aber in einem jeden der 
m Punkte (a), die von einander und von den Enden gleich weit 
abstehen, mit einer Masse [i belastet ist. 

Bezeichnen pi^ ^2 • * • ^«» + a die seitlichen Verschie- 
bungen der belasteten Punkte mit Einschluss des Anfangs- und 
des Endpunktes, so haben wir für T und F folgen de Ausdrücke: 

2'=|^[^l2 + ^^24_...+ ^2^^^ + ^2^^3J .... (3), 

mit den Bedingungen, dass i^i und ^»» + 2 verschwinden. Dies 
giebt nach Lagrange's Methode folgende m Bewegungsglei- 
chungen : 



(5), 



worin 



Btl>i 

Bti 
Bi>i 




Bi>,n 
Ä — 


+ Ätm + 1+ Btm + i Oj 

^ a a 



(6). 



Unter der Voraussetzung, dass die betraphtete Schwingung 
eine von normalem Typus ist, nehmen wir nun an, dass 1^1, ^2 c^c, 
alle proportional cos {nt — fi) sind, worin n zu bestimmen bleibt. 
A und B können dann als Constante angesehen werden, mit 
der Ersetzung von — n^ für D^. 

Bayleigh, Theorie des Schalles, \2 
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Setzen wir der Kürze halber: 

C=Ä:B=— 2 + 






(7), 



so nimmt die Determinantengleichung, welche die Werthe 
von n^ angiebt, folgende Form an: 



C, 1, 0, 0, 

1, C, 1, 0, 

0, 1, C, 1, 

0, 0, 1, C, 1 

0, 0, 0, 1, C 



m Reihen 



= 



(8). 



Aus dieser Gleichung können die Wurzelwerthe gefunden 
werden. Man kann beweisen, dass, wenn = 2 cos 0, die 
Determinante äquivalent ist sin (m -{- 1)6 : sin d; wir werden 
indess unser Ziel mit grösserer Leichtigkeit direct aus (5) er- 
reichen, wenn wir einem Fingerzeig folgen, der sich aus den 
bekannten Resultaten über eine continuirliche Saite ergiebt, 
und indem wir zur Probe einen particulären Schwingungstypus 
annehmen. Es sei also eine Lösung: 

^^ = P sin (r -— 1) ß cos (nt — s). . . . (9), 

eine Form, welche die Bedingung erfüllt, dass ^i = 0. Da- 
mit t^»» + 2 verschwindet, muss : 

(m + l) ß — s^ \ . . . (10) 

sein, wo s eine ganze Zahl ist. Setaen wir die für i^ angenommenen 
Werthe ein in die Gleichungen (5), so finden wir, dass die- 
selben erfüllt sind, vorausgesetzt, dass: 

2B cos ß + Ä = (11); 

so dass der Werth von w, in ß afUSgedrückt,''ist: 

n = 2 8in^\/^ (12). 

2 Y fna 

Eine normale Schwingung v^ird daher dargestellt durch 

ff — 1) S3r 
tr^P^sin^- -—— cos (nst — s,) . , (13), 

worin: 



MASSE IN PUNKTEN CONOENTBIBT. 179 

n, = sl/^ Sin —4^, (14), 

V [na 2 (w-f- 1) ^ ^ 

und P„ t, willkürliche Constanten bezeiclinen, welche unab- 
hängig sind von der allgemeinen Constitution des Systems. 
Die m zulässigen Werthe von n werden aus (14) gefunden, 
indem man s der Reihe nach die Werthe 1, 2, 3 . . . . m 
ertheilt; sie sind sämmtlich verschieden. Setzen wir s = wi-|- 1, 
so verschwindet ^^ so dass dieser Werth keine der möglichen 
Schwingungen giebt. Grössere Werthe von 8 geben nur 
wieder dieselben Perioden, Ist w + 1 gerade, so ist einer 

der Werthe von n — der nämlich, welcher s = — (m ■\- 1) 

entspricht — derselbe, welcher in dem Falle von nur einem ein- 
zigen Gewicht {m = 1) gefunden wird. D^e Bedeutung hier- 
von liegt auf der Hand. Bei der betrachteten Schwingungsart 
bleibt ein um das andere Theilchen in Ruhe, so dass die da- 
zwischen liegenden sich thatsächlich so bewegen, als ob dieselben 
in den Centren von Saiten von der Länge 2 a, die an den 
Enden befestigt sind, angebracht wären. 

Die allgemeinste Lösung findet man, wenn man alle mög- 
lichen particulären Lösungen vom iN'ormaltypus zusammen- 
addirt, als : 

^ r = >j -P« sin ^^ r^-r— (cös n,< — 6,) . . (15). 

Dieselbe kann dadurch, dass man den willkürlichen Constanten 
zweckmässige ^erthe beilegt, mit der Schwingung identificirt 
werden, welche sich aus willkürlichen Anfangsbedingungen 
ergiebt. 

Es bezeichne x den Abstand des Theilchens r vom Ende 
der Saite, so dass (r — 1) a= a?; indem wir dann für ft und a 
die Werthe aus (1) und (2) einsetzen, kann unsere Lösung ge- 
schrieben werden: 

l/; {£) =: PsSinS — COS (flst — £,) . . . . (16), 



2 (m + 1) 
ns= — 



Vf "• 50^) ■ • ■ <">• 



12* 
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Um auf den Fall einer continuirlichen Saite überzugehen, 
haben wir nur w gleich unendlich zu setzen. Die erste Glei- 
chung behält ihre Form, und giebt die Verschiebung irgend 
eines Punktes x an. Die Grenzform der zweiten ist einfach: 

'=tW- ....asx 

woraus man für die Dauer der Periode erhalt: 

Die Perioden der einzelnen Partialtöne sind daher ali- 
quote Theile von der des tiefsten der Reihe, der erhalten wird, 
wenn man s =^ 1 setzt. Die ganze Bewegung ist in allen 



n 



Fällen periodisch; und die Periode ist 2? U -^. Dieser Satz 

muss aber nicht so verstanden werden, als ob eine kürzere 
Periode ausgeschlossen wäre; denn in einzelnen Fällen kann 
irgend eine Anzahl der tieferen Partialtöne ausfallen. Alles, 
was behauptet werden soll, ist das, dass das oben erwähnte 
Zeitintervall hinreichend ist, eine vollständige Wiederkehr 
alles Voraufgegangenen zu bringen. Wir verschieben für den 
Augenblick jede weitere Besprechung der wichtigen For- 
mel (19); es ist aber interessant, ins Auge zu fassen, in welcher 
Weise sich Gleichung (17) der Grenze nähert, wenn m nach 
und nach grösser und grösser gemacht wird. Zu diesem 
Zwecke wird es genügen, den tiefsten Ton zu nehmen, für 
welchen s = 1. ist, und demgemäss die Aeiiderung von 

. 2 (m + 1) . ^ 

sin 



% 2 (m + 1) 

zu verfolgen. 

In der folgenden Tabelle stehen eine Reihe von zusam- 
mengehörenden Werthen der Function und der Variabein: 
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m 


1 


2 


3 


4 


9 


19 


39 


2(W + 1) . 71 


0,9003 


0,9549 


0,9745 


0,9836 


0,9959 


0,9990 


0,9997 


n ^'''2(w + l) 



Man sieht, dass flar sehr massige Werthe von m die Grenze 
beinahe erreicht ist. Da m die Anzahl der (beweglichen) Ge- 
wichte ist, so entspricht der Fall m = \ dem in Capitel IH 
untersuchten Problem; bei der Vergleichung müssen wir aber 
idaran eingedenk bleiben, dass wir dort voraussetzten: es sei 
die ganze Masse der Saite im Mittelpunkt concentrirt. In 
dem vorliegenden Fall ist das Gewicht im Centrum nur halb 
so gross; das Uebrigbleibende wird in den Enden concentrirt 
gedacht, wo es ohne Einfluss ist. 

Aus der Thatsache, dass unsere Lösung allgemein ist, 
fogt, dass jede Anfangsform der Saite dargestellt werden kann 
durch : 



^(a?) = 




SmutXi 



« — 1 



(P COS 6)s sin s 



nx 

T 



. . (20). 



Da weiter jede mögliche Form der Saite überhaupt als 
Anfangsform betrachtet werden kann, schliessen wir, dass jede 
endliche einwerthige Function von a?, welche bei a? = und 
X = 1 verschwindet, innerhalb dieser Grenzen in eine Reihe 



%x 



von Sinussen von -=- und den Vielfachen hiervon entwickelt 

V 

werden kann; — das ist aber ein Fall von Fourier's Satz. 
Wir werden gleich zeigen, wiö man die allgemeinere Form ab- 
zuleiten vermag. 



121. Wir können jetzt durch Integration wie in §. 93 die 
Constanten für eine continuirliche Saite bestimmen; indessen 
ist es lehrreich, das Problem erst in dem allgemeinen Fall 
(m endlich) aufzulösen, und später zur Grenze überzugehen. 
Die Anfangsbedingungen sind: 
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tif (a) = Ai sin -= — |- A2 sin2 -z — | + AmSinm — 

^(2a) =ili sw 2 -j — |- A2 sin i: — H + AmStn2m -j-^ 



^ (ma) ^=: Aism m "T" + -AgStn 2m — — | + A^stnmm — ; 

worin der Kürze halber As = P, cos s^ gesetzt ist und 1^ (a), 
^ (2 a), • • • t^ (w a) die Anfangsverschiebungen der m Theil- 
chen sind. 

Um irgend eine der Constanten, etwa ui«, zu bestimmen 

multipliciren wir die erste Gleichung mit sin s -y- , die zweite 

mit sin 2 s -=- etc. und addiren die Resultate. Dann ver- 

schwiriden nach den Lehren der Trigonometrie die CoefBcienten 
aller Constanten mit Ausnahme von il,, während der von Ag 

= — (m + 1)1) ist. Daher ist: 

^ = ^ , T >j tl^(ra)sinrs — . . . (1). 

Wir brauchen uns hier nicht länger mit dem Hinschrei- 
ben der Werthe von Bg (die gleich P, sin e, sind) in ihrer 
Abhängigkeit von den Anfangsgeschwindigkeiten aufzuhalten. 
Wenn a unendlich klein wird , dann ändert sich r a imter 
dem Summationszeichen in unendlich kleinen Abstufungen 

von Null bis l. Zu gleicher Zeit ist — ; — - = — , so dass 

° w + 1 Z ' 

wir, indem wir ra = x und a =: dx setzen, schliesslich haben: 

Ag = jJ 1/; (jjc) sin yYj ^^ ^^)» 

' 

welcher Ausdruck Ag in Werthen der Anfangsverschiebungen 
giebt. 

1) Tgdhunter, Int. Oalc. p. 267. 
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122. Wir wollen nun unabhängig von dem Vorigen die 
partielle Differentialgleichung untersuchen, welche dte trans- 
versale Bewegung einer vollkommen biegsamen Saite regelt, 
unter den Voraussetzungen, dass 1) die Grösse der Spannung 
als constant angesehen werden darf, und dass 2) das Quadrat 
der Neigung eines jeden Theils der Saite zu ihrer ursprüng- 
lichen Richtung vernachlässigt werden kann. Wie' früher stellt 
Q'die lineare Dichtigkeit jedes Punktes dar, Ti ist die constante 
Spannung. Wir nehmen rechtwinklige Coordinaten parallel 
und senkrecht zur Saite, so dass x allein die Gleichgewichtslage 
und a?, y, die verschobene Lage jedes Theilchens zur Zeit t 
angiebt. Die auf das Element dx wirkenden Kräfte sind die 
Spannungen an seinen beiden Enden und jede von aussen 
wirkende Kraft Yqdx^ Zq dx. Nach dem D'Alembert'schen 
Princip bilden diese Kräfte mit den gegen die Beschleunigung 

wirkenden Reactionen — g -r— -, — q -t— ein Gleichgewichts- 

System. In dem Punkte x sind die Spanuungscomponenten : 

^^ dx' ^' dx' 

dy dz 

wenn die Quadrate von -^ und -7- vernachlässigt werden, 

dx ax 

so dass die aus den Spannungen herrührenden, ,auf das Element 

dx wirkenden Kräfte sind: 

'4M'" '4M>- 

Daher haben wir far die Bewegungsgleichungen : 

d^^ Tid^ 
dt^ ' Q dx'^'^ 



d'^z _ Ti d^js 
dt^ ~ Q dx^^ 



(1), 



aus denen ersichtlich ist, dass^ die abhängigen Variablen 
y und z unter sich von einander ganz unabhängig sind. 

Der Leser möge diese Gleichungen mit den entsprechen- 
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den Gleichungen in §. 120 mit endlichen Differenzen verglei- 
chen.' Die letzteren können geschrieben werden: 

^ |i ^ (X) = -^ j^ (0? - a) + * (a: + a) — 2* (a?)}. 

An der Grenze, wenn o unendlich, klein ist, wird : 
t(x— a) + tix + a)— 2t {x) = M>" (x) a\ 
da ft = ga; die Gleichung nimmt dann schliesBlich die 
Form an: 

die mit (1) übereinstimmt« 

In gleicherweise werden die Grenzformen von (3) und (4) 
des §.120: 

-=\MW'' <='• 

Es hätte dies auch direct bewiesen werden können. 

Die erste ergiebt sich direct aus der Definition von T. 
Um die zweite zu "beweisen, braucht man sich nur daran zu 
erinnern, dass die potentielle Energie bei jeder Configuration 
die Arbeit ist, welche dazu erfordert wird, die nöthige 
Streckung gegen die Spannung Ti auszuführen. Rechnen wir 
von der Gleichgewichtslage, so haben wir: 



^ = ^' AH - ^) '-■ 



entwickeln wir bis zur dritten Potenz, so ist: 

ds 
dx 



= i f^Y 
2 \dx) ' 



123. Bei den meisten Anwendungen, welche wir zu 
machen haben, ist die Dichtigkeit q constant; weiter sind keine 
von aussen wirkenden Kräfte vorhanden und schliesslich kann 
man annehmen, dass die Bewegung in einer Ebene erfolgt. 
Wir schreiben dann zweckmässig: 
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7- = «' • • • • • (^)' 

und die DifierentialgleiohaDg erhält folgende Form : 

diaty '^ dx^' ' ' ' ^ ^ ^' 

Nehmen wir nun an, dass y sich wie cos mat ändert, so 
wird unsere Gleichung: 

^ + '«'«' = (3). 

deren allgemeinste Lösung ist: 

y = {Äsinmx + C cos mx) cos mat .... (4). 

Dies ist indessen nicht die allgemeinste harmonische Be- 
wegung mit der in Frage stehenden Periode. Um die letztere 
zu erhalten, müssen wir annehmen : 

y = yi cos mat + ^2 sin mat (5), 

wo yi und ^2 Functionen von x sind, und zwar nicht noth- 
wendiger Weise dieselben. Durch Substitution in (2) ergiebt 
sich, dass yi und 2/2 Gleichungen von der Form (3) unter- 
worfen sind, so dass schliesslich: 

y = (Äsin mx -|- Ccosmx) cos mat 

* _ ' • • • • 

+ (Bsinmx + Dcosmx) sinmat 

ein Ausdruck, welcher vier willkürliche Constanten enthält. Für 
jede cbntinuirliche Saitenlänge, welche ohne Unterbrechung die 
Differentialgleichung erfüllt, ist dieses die allgemeinste mög- 
liche Lösung, unter der Bedingung, dass die Bewegung in jedem 
Punkte einfach harmonisch ist. Wir wissen nun aber aus 
früheren Capiteln, dass, wo nur immer die Saite einen Theil 
eines frei und ohne Zerstreuung (Dissipation) schwingenden 
Systems bildet, alle Theile gleichzeitig sich in derselben Phase 
befinden; das erfordert, dass: 

Ä: B= C: D . . (7); 

dann ist also die allgemeinste Schwingung von einfachem har- 
monischen Typus: 

y = [asinmx + ßcosmx] cos(mat —-«)... (8). 



(6), 



186 TBAHSTEBSAIiSCHWINGUKGEN TON SAITEN. 



% 



124, Das eisfachste sowohl wie das wichtigste Problem, 
welches mit dem uns augenblicklich beschäftigenden Cregen- 
stand zusammenhängt^ ist dieUntersochnng der freien Schwin- 
gungen einer endlichen Saite von der Länge 2, welche an bei- 
den Enden festgehalten wird. Nehmen wir den Anfangspunkt 
von X in dem einen Ende, so sind die Endbedingnngen die, 
dass, wenn x =0 und wenn x = 1 ist, y for alle Werthe von t 
verschwindet Die erste Bedingung erfordert, dass in (6) 
des §. 123: 

= 0, D == (1); 

und die zweite, dass: 

sin ml = (2), 

oder dass ml = sn^ worin s eine ganze Zahl ist Wir sehen 
hieraus, dass die einzig mögliche harmonische Schwingung der 
Art ist, dass : 



und daher: 



»»=y (3), 

. S7tx / . sTtat . „ . sxatX ,,. 

y = 8tn -= — ( Aco8 — = 1- Bstn — — j . . (4). 

Nun wissen wir a priori, dass, wie auch die Bewegung 
sein mag, dieselbe stets als eine Summe von einfachen har- 
monischen Schwingungen dargestellt werden kann, und wir 
BohlieBsen daraus: dass die allgemeinste Lösung für eine in 
und l befestigte Saite ist: 

y=^ stn — iAsCOS — r 1- BsStn — =— j . . . (5) 

Die tiefste Schwingung ist die, welche s = 1 entspricht. 
Ihre Periode wird gegeben durch: 

'1= ^ = 2?]/^ (6). 

Die anderen Componenten haben Perioden, welche aliquote 
Theile von ti sind: 

T, = ri : s (7); 
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80 dass die ganze Bewegung unter allen umstanden in der 
Zeit ti periodisch ist», wie wir ja auch schon gesehen haben. 
Der ausgeschickte Schall bildet im Allgemeinen einen musika- 
lischen Klang, gemäss unserer Definition von diesem Aus- 
druck, dessen Höhe durch ti bestimmt wird, der Periode der 
tiefsten Componente. Es kann indessen in speciellen Fällen 
auch eintreten, dass die tiefste Schwingung nicht vorhanden 
ist, und dass die ganze Periode auch in keiner kürzeren Zeit 
periodisch ist. Damit dieses nicht eintritt, müssen die äusse- 
ren Bedingungen der Art sein, dass Äi^ -f- ^i^ verschwindet, 
während zum Beispiel Ä2^ -|- J52^ und Ä^^ + ^3^ endlich sind. 
In solchen Fällen kann der Schall kaum ein Klang genannt 
werden; gewöhnlich tritt es in der Praxis aber ein, dass, wenn 
der tiefste Ton abwesend ist, irgend ein anderer an seine Stelle 
mit dem Charakter des Fundamentaltones eintritt und dass 
dann der Schall noch einen Klang im gewöhnlichen Sinne 
bildet, wenn auch natürlich von grösserer Höhe. Ein einfacher 
Fall der Art ist der, wo alle ungeraden Componenten von der 
ersten an verloren gegangen sind. Die ganze Bewegung ist 

dann in der Zeit 75- ti periodisch; wenn die zweite Compo- 

nente vorhanden ist, bietet der Schall nichts Ungewöhn- 
liches dar. 

Die Höhe eines von einer Saite gegebenen Klanges (6), und 
der Charakter der Fundamentalschwingung wurde zuerst auf 
Grund von mechanischen Principien von BrookTaylorim Jahre 
1715 untersucht; wir verdanken aberDaniQlBernoulli(1755) 
die in (5) enthaltene allgemeine Lösung. Er erhielt dieselbe, 
wie wir es gethan haben, durch die Synthese particulärer Lö- 
sungen, eine Synthese, die zulässig war inUebereinstimmung mit 
seinem Princip der Coexistenz von kleinen Bewegungen. 
Zu seiner Zeit war die Allgemeinheit des so erhaltenen Resul- 
tates eine offene Frage; in der That war es die Ansicht von 
Euler, und ebenso, sehr befremdlicher Weise, die von La- 
grange 1), dass die in (5) gegebene Sinusreihe eine willkür- 



1) S. RiemannV Partielle Differentialgleichungen §. 78. 



I 

I 
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liehe Fuuetioii nieht darzustellen im Stande sei. Auf der 
anderen Seite war Bernoulli's Argument, welches sich auf 
die unendliche Anzahl der disponiblen Constanten stützte, sicher 
nicht ganz hinreichend ^), 

Die meisten in Taylor's Formel (6) enthaltenen Gesetze 
waren schon lange vorher (1636) von Mersenne experimentell 
entdeckt. Dieselben können folgendermaassen gefasst werden: 

1) Für eine gegebene Saite und eine gegebene Span- 
I nung ändert sich die Schwingungsdau^r wie die Länge. . 

Dies ist das fundamentale Princip des Monochords; es 
scheint, als wäre dasselbe schon von den Alten gekannt^). 

2) Wenn die Länge der Saite gegeben ist, dann ändert 
sich - die Schwingungsdauer utagekehrt proportional der Qua- 
dratwurzel der Spannung. 

3) Saiten von derselben Länge und Spannung schwin- 
gen in Zeiten, welche den Quadratwurzeln der linearen Dichtig- 
keit proportional sind. 

Diese wichtigen Resultate können . sämmtlich auch durch 
die Methode der Dimensionen erhalten werden, wenn ange- 
nommen wird, dass t nur von Z, q und 2i abhängt. 



^) Dr. Young scheint in seinem Aufsatz von 1800 diesen Punkt 
ganz richtig verstanden zu haben. Er sagt: Zu gleicher Zeit kann, 
wie Bernoulli schon richtig beobachtet hat, da man jede Figur mit 
unendlicher Annäherung zu erhalten vermag, wenn man ihre Ordi- 
naten als zusammengesetzt betrachtet aus einer unendlichen Anzahl 
von Trochoiden von verschiedener Grösse , es kann dann bewiesen 
werden, dass alle diese zusammensetzenden Ourven in derselben Zeit 
in ihren Anfangszustand zurückkehren, in welcher eine in eine trochoi- 
dale Curve ausgebogene ähnliche Curve eine einzelne Schwingung 
machen würde; und dies ist in mancher Hinsicht eine zweckmässige 
und kurze Methode, das Problem zu betrachten. 

^) Aristoteles weiss, dass eine Pfeife oder eine Saite von dop- 
pelter Länge einen Schall hervorbringt, dessen Schwingungen die dop- 
pelte Zeit gebrauchen, und dass die Eigenschaften der Concordanz von. 
den Zeittheilen abhängen, welche die Schwingungen der einzelnen 
Schalle gebrauchen. — Young's Lectures on Natural Philosophy, Vol. I 
p. 404. 
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Denn wenn die Einheiten der Länge, Zeit und Masse be- 
zeicbinet werden, respeotive durch [X], [2i], [M\ so werden die 
Dimensionen dieser Symbole gegeben durch 

und daher (siehe §. 52) ist die einzige Combination derselben, 
welche eine Zeit darstellen kann, Ti ~ *^ . p*/« . l. Das einzige 
Unbestimmte bleibt der numerische Factor. 



125. Für Mersenne's Gesetze finden wir Beispiele bei 
allen Saiteninstrumenten. Beim Violinspielen werden ver- 
schiedene Klänge von derselben Saite dadurch erhalten, dass 
wir die wirksame Länge verkleinem. Beim Stimmen der 
Violine oder d^s Clavieres wird eine Adjustirung des Tones 
bei constanter Saitenlänge dadurch en^eicht, dass wir die Span- 
nung ändern; man muss dabei aber daran eingedenk bleiben, 
dass Q nicht ganz unverändert ist. 

Um mit einer Saite von gegebenem Material sicher hur 
eine vorgeschriebene Höhe zu erhalten, ist es nothwendig, dass 
die Länge, die Dicke und die Spannung nur einer Relation 
genügen; in der Praxis ist hier Indessen gewöhnlich kein 
grosser Spielraum. Die Länge wird oft durch Zweckmässig- 
keitsgründe begrenzt, ihre Abkürzung kann nicht immer durch 
einen Zuwachs in der Dicke ausgeglichen werden, weil, wenn 
die Spannung nicht proportional dem Querschnitt wächst, ein 
Verlust an Biegsamkeit eintritt, während, wenn die Spannung 
proj)ortional dem Querschnitt wächst, dadurch nichts in Be- 
treff der Erniedrigung der Tonhöhe erreicht wird. Die Schwie- 
rigkeit wird bei den tieferen Saiten des Clavieres und der 
Violine dadurch vermieden, dliss man eine Umwickelung von 
dünnem Draht hinzufügt, deren Wirkung in der Vergrösse- 
rung der Trägheit ohne zu grosse Verminderung der Bieg- 
samkeit besteht 



Zu quantitativen Untersuchungen über die Gesetze der 
Saiten gebraucht man den Sonometer. Mittelst eines über eine 
Rolle geschlungenen Gewichtes wird eine Darm- oder Metall- 



190 TKANSVEBSALSCHWINÖUNGEN VON SAITEN. 

saite zwischen zwei auf einem Resonanzkasten stehenden 
Brücken ausgespannt. Eine bewegliche Brücke, deren Stel- 
lung auf einer parallel der Saite laufenden Scala abgelesen 
wird, giebt das Mittel, den wirksamen Theil der Saite um 
jeden gewünschten Betrag zu verkürzen. Die Schwingungen 
können durch Reissen, wie bei der Harfe, oder mit einem 
(gut mit Harz bestrichenen) Bogen, wie bei der Violine, 
erregt werden. 

Wird die bewegliche Brücke gerade mitten zwischen die 
festen Brücken gestellt, so wird der Klang um die Octave er- 
höht; wird die Saite auf ein Drittel reducirt, so ist der erhal- 
tene Klang die Duodecime. 

Mittelst des Gesetzes der Längen bestimmte M^rsenne 
zum ersten Male die Schwingungszahlen der bekannten musi- 
kaiischen Klänge. Er glich die Länge einer Saite so lange 
ab, bis dieTonfltufe derselben eine derjenigen wurde, deren Stel- 
lung in der musikalischen Scala gesichert war, und dann ver- 
längerte er bei derselben Spannung die Saite, bis die Schwin- 
gungen langsam genug waren, um gezählt werden zu können. 

Für experimentelle Zwecke ist es zweckmässige zwei oder 
mehrere Saiten zu haben, die neben einander gestellt sind und 
abwechselnd deren Länge, ihre Massen und die Spannungen, 
denen sie ausgesetzt sind, zu ändern. Damit also zwei Saiten 
von gleicher Länge das Intervall der Octave geben, müssen 
ihre Spannungen in dem Verhältnisse von 1 : 4 stehen, wenn 
die MassQ» dieselben sind; oder es müssen, wenn die Span- 
nungen dieselben sind, die Massen in dem reciproken Verhält- 
nisse zu einander stehen. 

Der Sonometer ist sehr zweckmässig für die numerische 
Bestimmung der Höhe. Durch Aenderung der Spannung wird 
die Saite bis zum Unisono mit einer Stimmgabel oder einem 
andern Vergleichsinstrument mit bekannter Schwingungszahl 
abgestimmt; darauf wird durch passende Verschiebung der 
beweglichen Brücke die Länge der Saite bestimmt, welche im 
Unisono mit irgend einem zu messenden Klange steht. Das 
Gesetz der Längen giebt dann die Mittel an die Hand, die ge- 
wünschte Vergleichung der Schwingungsanzahlen auszufuhren. 
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Wichtig ist eine andere Anwendung von Soheibler zur 
Bestimmung der absoluten Tonhöhe. Das Princip ist dasselbe, 
wie das in Capitel III auseinander gesetzte; die Methode be- 
ruht auf der Ableitung der absoluten Höhe zweier Tonstufen, 
aus der Kenntniss sowohl des Verhältnisses wie der Diffe- 
renz ihrer Schwingungszahlen. Es werden sorgfaltig die Län- 
gen der Sonometersaite gemessen einmal, wenn dieselbe im 
Unisono mit einer Stimmgabel steht, und dann, wenn sie vier 
Schwebungen in der Secunde mit derselben giebt. Das Ver- 
hältniss der Längen ist das umgekehrte Verhältniss derSchwin- 
gungszahlen, die Differenz der Schwingungszahlen ist vier. 
Aus diesen Daten kann die absolute Tonhöhe der Stimmgabel 
berechnet werden. 

Die Tonhöhe einer Saite kann ebenso nach Taylor 's For- 
mel aus den mechanischen Elementen des Systems berechnet 
werden; indessen sind hier grosse Vorsichtsmaassregeln noth- 
wendig, um sich wirkliche Genauigkeit zu sichern. Die Span- 
nung wird durch ein Gewicht hervorgebracht, dessen Masse 
(in derselben Einheit wie q ausgedrückt) P sein mag, so dasa 
Ti z= gPy wo g = 9,8 ist, wenn die Einheiten der Länge und 
Zeit resp. Meter und Secunde sind. Um sicher zu sein, dass 
die ganze Spannung auf den schwingenden Theil wirkt, darf 
keine Brücke eingeschoben werden, eine Bedingung, die nur 
erfüllt werden kann, wenn man die Saite vertical aufhängt. 
Nachdem das Gewicht angehängt ist, wird ein Theil der 
Saite für sich isolirt, indem man dieselbe in zwei Punkten 
fest einklemmt; darauf wird die Länge dieses Theiles ge- 
messen. Die Masse ^* der Längeneinheit bezieht sich auf 
den gestreckten Zustand der Saite und kann indirect gefunden 
werden durch die Beobachtung der Verlängerung, welche 
durch eine Spannung von derselben Grössenordnuhg wie 
Ti hervorgerufen wird und Vergleichung dieser Verlänge- 
rung mit der nach Hooke's Gesetz durch Ti hervor- 
gerufenen ; dazu muss dann noch eine bekannte Länge 
der Saite in deren Normalzustand gewogen werden. Nach- 
dem man die Klemmen sicher festgemacht hat, muss man 
grosse Sorgfalt darauf verwenden, Temperaturschwankun- 
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gen zu verhindern, da diese die Spannung ernstlich beein- 
flussen. Auf diese Weise erhielt Seebeck sehr genaue Re- 
sultate. 

126. Wenn eine Saite in ihrer tiefsten Normalbewegungs- 
art schwingt, so ist der Ausschlag in jedem Momente propor- 

tional sin -y-, derselbe wächst von jedeTn der beiden Enden 

nach der Mitte hin; kein zwischenliegender Punkt der Saite 
bleibt permanent in Ruhe. Anders ist es aber bei den höhe- 
ren Normalcomponenten. Wenn die Schwingung von der durch: 

. sxx / . STtat , _ . S7cat\ 
y = sin — =— [Agcos — = 1- Bg stn — —j 

S7CX 

angegebenen Artist, so ist der Ausschlag proportional sin -y-, 

welcher Werth in s — 1 Punkten verschwindet, die die Saite in 
s gleiche Theile eintheilen. Diese Punkte, wo keine Bewegung, 
stattfindet, werden Knotenpunkte genannt und können augen- 
scheinlich berührt oder festgehalten werden , ohne auf irgend 
eine Weise die Schwingung zu stören. Die Hervorbringung 
von harmonischen Obertön ep durch Berührung der Saite in 
den aliquoten Theilungspunkten derselben ist ein wohl be- 
kanntes Hülfsmittel des Violinspielers. Alle einzelnen Be- 
wegungsarten sind ausgeschlossen, welche in dem berührten 
Punkte keinen Knotenpunkt haben, so dass in Betreff der Höhe 
die Wirkung dieselbe ist, als wenn die Saite dort sicher be- 
festigt wäre. 

127. Die Constanten, welche in dem allgemeinen Werth 
von y, §. 124, auftreten, hängen von den speciellen Umstanden 
der Schwingung ab und können in Ausdrücken der Anfangs- 
werthe von y und p bestimmt werden. 

Setzen wir t =:0, so finden wir: 

Xr^*"*"* ^ . S7€X 

'-' ^ (1). 

^0 = -T- >, sBs Stn 



l ^s^l l 



/• 
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S7€ X 

Multipliciren wir mit sin -7—, und integriren wir von 



l 



bis l, so erhalten wir: 



Äs = jJyo Bi 


itasj 



8JtX , 

Sin —7- dx; 



l 



snx , 
sin -t:— d X 



(2). 



Z 



Diese Resultate sind ein Beispiel von Stokes' Gesetz, 
§. 95; denn der Theil, welcher von den Anfangsgeschwindig- 
keiten abhängt, ist: 

2 



2 



*"" 2 . S7CX . SJtat 

stn —7- sin —7; — 

g^i Tcas l t 



J Po si 



snx - 
sin — r— dx. 



und hieraus kann der von den Anfangsverschiebungen abhän- 
gige Theil durch Differentiation nach der Zeit und Ersetzung 
von yo far ^0 abgeleitet werden. 

Wenn die Zustandsbedingungen der Saite in irgend einem 
Momente vollständig bekannt sind, so gestatten diese Formeln 
die Bewegung fOr alle folgenden Zeitmomente zu berechnen. 
Es befinde sich z. B, die Saite Anfangs in Ruhe und sei so ge- 
formt, dass sie die beiden Seiten eines Dreiecks büdet. Dann 
ist Bs = und 

Fig. 20. 




As = 



2y 




b i 

X . S7CX , , r l 

T sin —7— dx -f- I 



l 



l 



X . 87CX , 

— stn —r: — dx 





2yP 



stn 



STCh 



nach ausgeführter Integration. 

Bayleigh, Theorie des Schalles. 



(3), 



13 
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Wir sehen, dass Äg verschwindet, wenn sin — r— = 0, d. i. 

wenn sich in P ein Knotenpunkt der in Frage stehenden Com- 
ponente befindet. Von einem umfassenderen Gesichtspankte 
aus wird der obige Gegenstand in einer andern Lösungsart 
behandelt, die wir gleich geben werden. 



128. In dem Ausdrucke für y sind die Coefficienten von 

S7CX 

sin — r- die Normalcoordinaten der Capitel IV und V. Wir 

V 

wollen dieselben daher mit q), bezeichnen, so dass die Confi- 
guration und die Bewegung des Systems in jedem Momente 
durch die Werthe von 9, und 9), nach folgender Gleichung 
definirt sind: 



. sra? , . 2n;x , ... snx , 
y = (pi sm-r- + 9)2 stn — = — f 1- (p^sin -^ — | 

jcx 27tx snx 1 

^ = ^ism— -}- ^2sm— = 1 |-9>«s*w— y-+ ••• I 



• • (1). 



Wir gehen nun weiter so vor, dass wir die Ausdrucke 
far T und V bilden und daraus die Normal-Schwingungs- 
gleichungen ableiten. 

Für die kinetische Energie ist: 







-,*=-" . . snx 
9), stn — z— 
«.-1 l 



3 
äx 






da das Product jedes Paares von Gliedern wegen der allgemei- 
nen Eigenschaft der Normalcoordinaten verschwindet. Daraus: 

^ = l9^2;i>.' ........ (2). 
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Auf gleiche Weise erhält mao : 



-=i-./(g)'^ 



X 

f \axy 



l 

snx 



=-.''/ k:: '-t 



cos 



l 



3 

dx 



T+ V=n^M.^ -' ' ' . . . (5). 



= i^^^-2.^,^«p.' • (3). 

Diese Ausdrücke setzen keine irgendwie besondere Be- 
wegung voraus, weder eine natürliche noch sonstige; wir kön- 
nen dieselben aber dazu verwenden, die ganze Energie einer 
natürlich schwingenden Saite zu berechnen, und zwar wie folgt: 
Ist M die ganze Masse der Saite (qT) und wird für Ti sein 
Aequivalent (a^g) eingesetzt, so finden wir für die Summe der 
beiden Energien: 

r+F=ii..2;:>+?i|^<p.^)...(4), 

oder in Aasdrficken von A, und B, aus §. 126: 

Ä.' + .5.» 

« s 1 ^« 

Wenn die Bewegung nicht auf eine Ebene xy begrenzt 
ist, so haben wir nur die Energie der Schwingung in der dazu 
senkrechten Ebene hinzuzuaddiren. 

Lagrange's Methode giebt- sofort die Bewegüngs- 
gleichung: 

9, + (— ) <)p. = j^ *. • • («)• 

welche schon in §. 66 durchgenommen wurde. Sind (po und 

9)0 die Anfangswerthe von (p und y, so ist die allgemeine Lösung: 

. sinnt , 

q) = opQ \- WQCosnt 

n 

t- 

+ -^ fsinn (t — Odi' . . (7), 

lonJ 



worin n für ^—geschrieben ist. 

V 

13* 
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Nach der Definition hat 0, einen solchen Werth, dass 
0^iq>, die von den äusseren Kräften während der Verschiebung 
' ^>$ geleistete Arbeit ist Wenn daher die zur Zeit t auf ein 
Element Qdx der Saite wirkende Kraft Q Tdx ist, so haben wir: 

®, =zf(f Ysin^ dx . . . .^ . . . . (8). 



In diesen Gleichungen ist, wie wir aus (1) sehen, q)g eine 
lineare Grösse, und daher ist Og eine Kraft der gewöhn- 
lichen Art. 

129. Bei den Anwendungen, welche wir von diesen Re- 
sultaten zu machen haben , werden wir annehmen , dass die 
einzig wirkende äussere Kraft in der unmittelbaren Nähe eines 
Punktes x = h angreift; sie kann dann gewöhnlich als ein 
Ganzes, nur in einem einzigen Punkte wirkend, angesehen 
werden, so dass: 

O, = sin — =— / Q Ydx (1). 

Wenn der Angriffspunkt der Kraft mit einem Knoten- 
punkt der Schwingungsart (s) zusammenfallt, so ist <P« == und 
wir lernen hieraus, dass eine solche Kraft ganz ohne Einfluss 
auf die in Frage stehende Schwingungscomponente ist. Dieses 
Princip ist von grosser Wichtigkeit; es zeigt z. B., dass wenn 
eine Saite in ihrer Gleichgewichtslage in Ruhe ist, keine Kraft, 
welche in dem Mittelpunkte der Saite angreift, weder eine 
zupfende, noch streichende, noch biegende Kraft irgend eine 
der geraden Normalcomponenten erregen kann ^). Wenn nach 
der Einwirkung der Kraft ihr Angriffspunkt gedämpft wird, 
indem wir ihn etwa mit dem Finger berühren, muss sofort 
jede Bewegung aufhören; denn die Componenten, welche in 
dem fraglichen Punkte keinen Knotenpunkt haben, werden 



^) Die Beobachtung, dass ein bestimmter harmonischer Oberton 
nicht entsteht, wenn einer seiner Knotenpunkte gezupft wird, verdankt 
man Young. 
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durch die Dämpfung eingebaüen, während die, welohe dort 
einen Knotenpunkt haben, von Anfang an nicht vorhanden 
Bind^). Wir halten allgemein durch Festhalten irgend eines 
Punktes einer schwingenden Saite alle diejenigen Schwingungs- 
componenten an, welche dort einen Knotenpunkt nicht haben, 
und lassen diejenigen, welche in dem berührten Punkte einen 
Knotenpunkt haben, vollständig unbeeinflusst 

Den Fall einer Saite, die in einem Punkte nach der Seite 
gezogen und dann aus ihrer Ruhe fahrengelassen wird, kann 
man in diesen Auseinandersetzungen eingeschlossen annehmen. 
Die vollständige Lösung erhalten wir folgendermaassen. Die 
Bewegung beginne zur Zeit < = ; von diesem Momente an 
ist ^s = 0. Der Werth von <jp, zur Zeit t ist: 

SP« = (9^«)o cosn* H (9),)o sinnt .. , . (2), 

worin (fps)o ^i^d (9>«)o die Anfangswerthe der mit dem Index 8 
versehenen Grössen sind. Nun ist in dem vorliegenden Pro- 
blem (g),)o = und (^s)o ist bestimmt durch : 

«/ K 2 _ 2 _, . sich 

»Uv*)o = ^^, = ^ r'sin-y-. • . . (3), 

wenn Y' die Kraft bedeutet, mit welcher die Saite im Punkte 
h zur Seite gezogen ist Daher ist zur Zeit t: 

fPs = z 3 r' $m -y- cosnt (4), 

nnd nach (1) des §. 128: 

2 ^,, xr^*""" . snh . sn:x cosnt ,^. 

2/ = r— r'. >, Stn -r— sin — ; r— . . (5), 

sna 
worin n = -y-* 

Die Symmetrie des Ausdrucks (5) in Bezug auf x und y 
ist ein Beispiel des Princips des §. 107. 



^) Ein gleiches Besultat ergiebt sich, wenn der gedämpfte Punkt 
in derselben Entfernung von dem einen Ende der Saite ist, wie der 
iErregungspunkt von dem andern Ende. 
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Das Problem, die Bewegung einer Saite zu bestimmen, 
welche durch eine im Punkte h wirkende äussere Exaft in 
Schwingung versetzt wird, kann auf ähnliche Weise behandelt 
werden. Integriren wir Gleichung (6) des §. 128 über die 
Zeit der Dauer des Impulses, so finde;i wir schliesslich mit 
denselben Bezeichnungen wie vorher: 

wenn I Y* dt durch Fi bezeichnet wird. Zu gleicher Zeit ist 
(y,)Q = 0, so dass nach (2) zur Zeit t ist: 

2Yi ^^-1*-* . 87ch . snx sinnt 

Die Reihe der Schwingungscomponenten ist, wie die vor- 
stehenden Ausdrücke zeigen, für eine geschlagene Saite weni- 
niger convergent wie für eine gezupfte. Der Grund hierzu ist 
der, dass in dem letztern Falle der Anfangswerth von y conti- 

nuirlich ist, und nur ^- discontinuirlich, während in dem erste- 
^ dx ' 

ren Falle p selbst einen plötzlichen Sprung macht. . Siehe 

§§. 32, 101. 

Das Problem einer durch einen Impuls in Bewegung ge- 
setzten Saite kann ebenso durch die allgemeinen Formeln (7) 
und (8) des §. 128 gelöst werden. Die Kraft findet die Saite zur 
Zeit * = in Ruhe und wirkt dann während einer unendlich 
kleinen Zeit von < = bis < = r'. Daher verschwinden {(cp^^ 
und (9)5)0 und es reduciiii sich (7) des §. 128 auf: 



T' 



9, = z — sinnt f Osdif. 
iQn J 




während nach (8) des §. 128: 



OsdH = stn — =- / T di = sin -y- Ti. 
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Daher ist, wie vorher: 

2 _ . sTCh • 

<Ps = ^ — Ti sin — ^ sinnt (7). 

iQn l ^ ^ 

Bis hierher setzten wir voraus, dass die bewegende Kraft 
in einem einzigen Punkte conoentrirt sei. Wenn sie über eine 
Distanz ß zu beiden Seiten von h vertheilt wäre, so brauchen 
wir bloss die Ausdrücke (6) und (7) mit Bezug auf h zu inte- 

griren und, z. B., in (7) an die Stelle von Fi sin -^— zu setzen : 

V 



/ 



Fl stn — r- db. 



Ist Yi innerhalb der Grenzen constant^ so reducirt sich 
dieses Integral auf: 

_, 21 . snß . snh ' . 

^1 TZ ^*^ "7^ ^^ —T ••...... (8). 

Sit C ^ l 

Die hauptsächliche Wirkung der Vertheilung der Kraft 
ist also, die Reihe für y convergenter zu machen. 

130. Das Problem, auf welches wir nun zunächst 
unsere Aufmerksamkeit lenken wollen, ist das der Schwin- 
gung der Klaviersaiten. Die Ursache der Schwingung ist 
hier der Anschlag eines Hammers, welcher gegen die 
Saite geschlagen wird und nach dem Stosse zurückspringt. 
Indessen würde jetzt die Annahme, welche wir in dem letz- 
ten Abschnitt machten, dass nämlich die gegenseitige Ein- 
wirkung eine so kurze Zeit einnimmt, dass ihre Dauer ver- 
nachlässigt werden kann, nicht gerechtfertigt sein. Wenn wir 
mit den Maassen des gewölmlichen Lebens messen, so ist die 
Dauer der Berührung allerdings sehr klein, hier muss aber die 
Vergleichung mit den natürlichen Perioden der Saite statt- ' 
finden. Die zum Schlagen der Kläviersaiten gewöhnlich be- 
nutzten Hämmer sind mit verschiedenen Lagern von Leder 
bedeckt zum ausdrücklichen Zwecke, dieselben nachgiebiger 
zu machen, wodurch der Contact verlängert wird. Die strenge 
Behandlung des Problems würde schwierig sein und die Lösung, 
wenn sie sich überhaupt erhalten Hesse, vermuthlich zu com- 
plicirt, um von Nutzen zu sein; durch Einführung einer ge- 
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wissen Vereinfachung hat aber Helmholtz eine Lösung er- 
halten, welche alle wesentlichen Züge des vorliegenden Falles 
wiedergiebt. Er bemerkt, dass, weil das thatsächlich stattfin- 
dende Nachgeben der Saite klein sein muss im Vergleich mit 
dem Nachgeben der Hammerpolsterung, das Gesetz der wäh- 
rend des Contactes ins Spiel tretenden Kraft nahezu dasselbe 
sein wird, wie wenn die Saite absolut fest wäre ; und in diesem 
Falle würde die Kraft sehr nahe sich wie eine Kreisfunction 
ändern. Wii* wollen daher annehmen, dass zur Zeit ^ = 0, 
wo keine Geschwindigkeiten oder Verschiebungen vorhanden 
sind, eine Kraft Fsinpt auf die Saite im Punkte rr = 5 zu 
wirken beginnt und während einer halben Periode der Kreis- 

function andauert, das ist, bis ^ = — . Nach dieser Zeit ist 

P 

die Saite wieder frei. Die Grösse von p hängt von der Masse 
und Elasticität des Hammers ab, aber innerhalb weiter Gren- 
zen nicht von der Geschwindigkeit, mit welcher derselbe auf 
die Saite schlägt 

Die gesuchte Lösung erhalten wir sofort, wenn wir für 
Og in der allgemeinen Formel (7) des §. 128 den durch: 

0s = Fsm^^ sinpt' (1) 

V 

gegebenen Werth einsetzen; die Grenzen des Integrals sind 

dabei und — . Wir finden (zur Zeit < > - ): 

P ^ pJ 

ifs = z — 8tn —j— I smn {t — r) sinpt df 



n% 

die schliessliche Lösung für y wird, wenn wir für n und q deren 
Werthe einsetzen: 

STt^a . S7tb 

^ 7«T^ . COS-T-rr-Stn-r— 

4apZ*F^r-,«-® 2pl l , snx . s3raA sr \ 
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Wir sehen, dass alle Componenten verschwinden, welche 
in dem Erregungspunkte einen Knotenpunkt haben; dieser 
Schluss hängt aber nicht von irgend einem besonderen Gesetze 
der Kraft ab. Das Interesse der vorliegenden Lösung liegt 
in dem, was wir daraus über die Abhängigkeit der resultiren- 
den Schwingung von der Contactdauer schliessen können. Be- 
zeichnen wir das Verhältniss dieser Dauer ;bu der Fundamen- 
talperiode mit V, so daes v = yca : 2pl^ so wird der Ausdruck 
für die Amplitude der Componente s: 

SFl vcos(s7tv) . $7Ch . 

i^'8(i-4s'T'»)*'"-r (*^- 

Wir kommen zu dem Falle eines Impulses wieder ^rück, 
wenn wir v = setzen und : 

TT 



'.=/ 



Fsinptdt = 

P 



Ist V endlich, so verschwinden die Componenten, deren 
Perioden Vsj Vs? Vt • • • ^®r Dauer des Contactes sind; ist s 
sehr gross, so convergirt die Reihe mit s"~^ Man muss ebenso 
die endliche Breite des Hammers etwas ^berücksichtigen, deren 
WirTiung ebenfalls die ist, die Convergenz der Reihe zu er- 
höhen. 

Die Gesetze der Schwingungen von Saiten können wenig- 
stens in ihren Hauptzügen durch optische Beobachtungsmetho- 
den verificirt werden — entweder mit dem Vibrationsmikroskop 
oder durch einen ' dem Charakter der Schwingung folgenden 
Zeichenstift auf einer sich drehenden Trommel. Dieser Cha- 
rakter hängt von zwei Dingen ab — der Art der Erregung 
und dem Punkte, dessen Bewegung zur Beobchtung ausersehen 
wird. Diejenigen Componenten erscheinen nicht^, welche ent- 
weder in dem Erregungspunkte oder in dem Beobachtungs- 
punkte einen Knotenpunkt haben. Die ersteren sind nicht erregt 
und die letzteren zeigen sich eben von selbst nicht. Daher wird 
die einfachste Bewegung dadurch erhalten, dass die Saite im 
Mittelpunkt gerissen und an einem der Punkte der Dreithei- 
lung beobachtet wird, oder vice versa. In diesem Falle ist der 
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erste harmonische Oberton, welcher die Reinheit der Haupt- 
Schwingung beeinträchtigt, die fünfte Componente, dessen In- 
tensität für gewöhnlich nicht dazu hinreicht, eine grosse Stö- 
rung zu verursachen. In einem spätem Capitel wollen wir die 
Resultate der dynamischen Theorie mit den Beobachtungen 
vergleichen, aber mehr unter dem Gesichtspunkte, die Gesetze 
des Hörens zu entdecken und zu prüfen, als unter dem, die 
Theorie selbst zu bestätigen. 

131. Der Fall einer periodisch wirkenden Kraft ist in 
der allgemeinen Lösung des §. 128 eingeschlossen; wir ziehen 
indessen vor, eine etwas verschiedene Methode hierfür zu be- 
folgen, um diesen Fall noch in anderer Richtung auszudehnen. 
Bis jetzt ist keine Rücksicht auf dissipative Kräfte genom- 
men; wir wollen nun dagegen annehmen, dass die Bewegung 
jedes Elementes der Saite einen Widerstand erßlhrt durch 
eine Kraft, welche proportional seiner Geschwindigkeit ist. 
Die partielle Differentialgleichung wird dann^ 

mit Hülfe welcher diese Aufgabe behandelt werden kann. Es 
ist indessen einfacher, von den Resultaten des letzten Capitels 
Kutzen zu ziehen, indem man darauf achtet, dass in dem vor- 
liegenden Falle die Reibungsfunction von derselben Form wie 
T ist. In der That ist: 

^=7^^ .2'"" ^' (2), 

worin 9>i, ^2» • • • <iiö Normalcoordinaten sind, durch deren 
Hülfe T und F auf Summen von Quadraten reducirt werden. 
Die Bewegungsgleichungen sind daher einfach: 

q>s-\- ^9s + n^q>s = ^^s (3) 

von derselben Form, welche wir für Systeme mit nur einem 
Grade von Freiheit erhalten haben. Es ist nur noch nöthig, 
dem, was in Capitel III ausgesprochen wurde, hinzuzufügen, 
dass die natürlichen Schwingungen, da x unabhängig von s 



«»«ö' « = rri— -, (6). 
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ist, auf solebe Weise abnehmen, dass die Amplituden ihre re- 
lativen Werthe beibehalten. 

Wirkt eine periodische Exaft Fcospt in einem einzelnen 
Punkte, so haben wir: 

0g = Fsin-Tf— cospt (4), 

V 

und aus §. 46: 

2F8in8 . snh / . v ..v 

Vs = i stn -y- €08{pt — «).... (5) 

worin: 

px 

n* — P' 

Ist unter den natürlichen Perioden irgend eine, welche 
nahezu isochron mit cospt ist, so wird die Schwingung die- 
ser Art sehr stark werden, wenn nicht etwa der Erregungs- 
punkt zufällig nahe neben einen Knotenpunkt dieser Schwin- 
gung fallt In dem Falle eines genauen Zusammenfallens 
dieser Punkte verschwindet die in Frage stehende Compo- 
nente, denn keine in dem Knotenpunkt angebrachte Kraft 
kann jene erregen bei Geltung des genannten Reibungsgesetzes, 
das indessen, wie wohl bemerkt werden mag, in seinem Cha- 
rakter sehr speciell ist Ist keine Reibung vorhanden, so ist 
X = und 

^9V' = 7r2 -.stn -j- cospt (7); 

n^ — P' i 

dadurch würde bei vollkommenem Isochronismus die Schwin- 
gung unendlich, wenn nicht sin —=— = 0. 

Der Werth von y ist hier, wie gewöhnlich: 

y = (fi sm ^ — |- 92 stn — 1- 93 stn . + . . . (8). 

l V V 

132. Die vorstehende Lösung ist ein Beispiel für den 
Gebrauch der Normalcoordinaten bei einem Problem über er- 
zwungene Schwingungen. Natürlich sind dieselben viel eingthen- 
der bei freien Schwingungen anwendbar; sie können allgemein 
mit Nutzen überall da verwandt werden, wo das System nach Ein- 
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Wirkung verschiedener Kräfte Bchliesslich sich selbst überlassen 
wird. Wir haben schon Beispiele dieser Anwendung gehabt. 
Bei Schwingungen, die durch periodische Kräfte hervor- 
gerufen werden, liegt ein Vortheil des Gebrauchs der Normal- 
coordinaten in der Leichtigkeit der Yergleichung mit der 
Gleichgewichtstheorie, welche ja, wie der Leser sich er- 
innern wird, die Theorie der Bewegung unter der Voraus- 
setzung ist, dass die Trägheit des Systems ausser Rechnung 
gelassen wird. Wenn die Werthe der Normalcoordinaten 9), 
nach der Gleichgewichtstheorie Agcospt sind, so wird der 
wirkliche Werth gegeben durch: 

SO dass, wenn das Resultat der Gleichgewichtstheorie be- 
kannt ist und leicht in Ausdrücken der Normalcoordinaten 
ausgedrückt werden kann, die wahre Lösung mit Einschluss der 
Wirkungen der Trägheit sofort hingeschrieben werden kann. 

Bei dem vorliegenden Beispiel wird, wenn eine Kraft 
Fcospt von sehr langer Periode am Punkte h der Saite ein- 
wirkt, das Resultat der Gleichgewichtstheorie, gemäss welcher 
die Saite in jedem Momente aus zwei geraden Theilen be- 
stehen würde, sein: 

2F . sjth 
lQ(pg = — Sin -y- cospt (2), 

aus welchem das wirkliche Resultat für alle Werthe von p da- 
durch abgeleitet wird, dass man einfach n^ — p^ an die Stelle 
von n* schreibt. 

Der Werth von y in diesem und ähnlichen Fällen kann 
indessen auch in endlichen Ausdrücken erhalten werden; die 
Schwierigkeit, den endlichen Ausdruck zu finden, ist gewöhn- 
lich nicht grösser als die , die Form der Normalfunctionen bei 
einem freie^ System zu finden. So setzen wir in der Be- 
wegungsgleichung : 

dt» ~ " dz>^ ^' 
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voraus, dass y mit cosmat variirt. Die erzwungene Schwin- 
gung wird dann der Gleichung genügen: 

g + «»y = -ir (3). 

Ist F=0, so erfordert die Aufsuchung der Normal- 
functionen die Lösung von: 

und eine darauf folgende Bestimmung für nt, um die Grenz- 
bedingungen zu erfüllen. In dem ProUem der erzwungenen 
Schwingungen ist m gegeben , wir haben dann nur jede parti- 
culäre Lösung von (3) durch die complementare Function, 
welche zwei willkürliche Constanten enthält, zu ergänzen. 
Diese Function hat, welches auch immer der Werth von m 
und des Verhältnisses der Constanten sein mag, dieselbe Form, 
wie die Normalfunctionen; alles was noch zu thun übrig bleibt, 
ist die Bestimmung der beiden Constanten in Uebereinstim- 
mung mit den vorgeschriebenen Grenzbedingungen, welchen 
die vollständige Lösung genügen muss. Aehnliche Betrach- 
tungen treffen bei jedem continuirUchen System zu. 

133. Wenn eine periodische Kraft in einem Punkte 
angebracht wird, so sind hier zwei verschiedene Probleme zu 
betrachten; das erste tritt auf, wenn in dem Punkte x = h 
eine gegebene periodische Kraft wirkt; das zweite, wenn das, 
was obligatorisch ist, die wirkliche Bewegung des Punktes 
ist Es wird indessen zweckmässig sein, beide zusammen zu 
behandeln. 

Die gewöhnliche Differentialgleichung: 

dl^^''dt~-''dx^ ^^^ 

wird über beide Theile hindurch, in welche die Saite in h ge- 
trennt wird, erfällt, wird dagegen verletzt beim Uebergange 
von dem einen zum andern. 

Um einen Wechsel in den willkürlichen Constanten zu 
ermöglichen, müssen wir daher verschiedene Ausdrücke 
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für ff annehmeD und später die beiden Bedingungen einfah- 
ren, welche in dem Verbindungspunkte erfüllt sein müssen. 
Diese sind: 

1) dass keine discontinuirliche Aenderung in dem Werth 
von y eintritt; 

2) dass die Resultante der in h wirkenden Spannungen 
sich mit der äusseren Kraft das Gleichgewicht halt. 

Wenn Fcospt die Kraft ist, giebt demnach die zweite 
Bedingung: 

TiA(^ + Fcospt = ...... (2), 

in A (t^) die Aenderung in dem Werthe von l^) be- 
zeichnet, welche eintritt, wenn man den Punkt o; = & in der 
positiven Richtung passii*t. 

Wir werden es indessen vortheilhaft finden, cos 2>^ durch 
die complexe Exponentialfunction e^P* zu ersetzen und schliess- 
lich den imaginären Theil wegzulassen, wenn die symbolische 
Lösung vollendet ist. Unter der Annahme, dass y sich wie 
e^P^ ändert, wird die Dilfferentialgleichung: 

worin X^ die complexe Constante ist: 



worin 



l 



^'-=-,ip'-ip^) (4). 



Die allgemeinste Lösung von (3) besteht aus zwei Aus- 
drücken, die resp. sinlx und cos Ix proportional sind; indessen 
zeigt die o? = zu erfüllende Bedingung, dass der zweite 
Ausdruck hier nicht auftritt. Ist daher ye*P* der Werth von 
^ in o; = b, so ist: 

sinXx . 

^=y^iiäh-'' (^^' 

die Lösung, welche zu dem ersten Theil der Saite gehört, der 
sich von ä = bis x = J) erstreckt. Auf gleiche Weise er- 
giebt es sich klar, dass wir für den zweiten Theil haben werden : 



i 
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(6). 



sink (l. — x) ., 
y ^ siny Q — h) 

Ist y gegeben, so bilden diese Gleichungen die S3rmbo- 
lische Lösung des Problems; wenn indessen die Kraft das Ge- 
gebene ist, so ist es noch erforderlich, die Beziehung zwischen 
derselben und y zu kennen. 

Die Differentiation von (5) und (6) und die Einsetzung 

des so gefundenen A t- in (2) giebt: 



F sinkhsinX (Z — h) 



' = T[ 



k sin XI 



(7). 



Daher ist: 



F sinkxsinkü — V) .. 
^ Ti Xsinkl 

von rc = bis a; = 5 
F sink (J, — x) sinkh 



y — ji^ 



^ipt 



■ (m- 



k sin kl 

von X = h his X = l 

Diese Beispiele enthalten eine Anwendung des im letzten 
Capitel bewiesenen allgemeinen Reciprocitätsgesetzes. Denn aus 
ihnen geht hervor, dass die der in h wirkenden Kraft zu ver- 
dankende Bewegung in X dieselbe sein würde, wie die, welche 
in h erfolgt wäre, wenn die Kraft in x eingewirkt hätte* 

Bei der Discussion der Lösung wollen wir zuerst den Fall 
nehmen, wo keine Reibung vorhanden ist. Der Coefficient x 
ist dann Null, während k reell und gleich p : a ist. Der reelle 
Theil der Lösung, welcher der Kraft Fcospt entspricht, wird 
gefunden, indem man einfach cospt für e*^* in (8) einsetzt; es 
scheint indessen kaum nothwendig, die Gleichungen wegen 
6iner so kleinen Aenderung noch einmal hinzuschreiben. Die- 
selbe Bemerkung findet ihre Anwendung auf erzwungene Be- 
wegungen, die in Ausdrücken von y gegeben sind. 

Es ergiebt sich deutlich, dass die Bewegung bei einer 
Kraft, welche mit einer der natürlichen Schwingungen der 



1) Bonkin's Acoustics, p. 121. 
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ganzen Saite isochron ist, unendlich wird, wenn nicht der An- 
griffspunkt gerade in einem Knotenpunkt liegt; in Praxis ist es 
aber nicht leicht, eine solche Anordnung zu treffen, dass eine 
Saite von einer Kraft von gegebener Grösse dauernd angegrif- 
fen wird. Die beste Methode ist vielleicht die, eine kleine 
Eisenmenge anzuhängen, die periodisch von einem Electro- 
magnet angezogen wird, dessen Um Windungen von einem 
intermittirenden Strom durchflössen werden. Indess müsste, 
wenn nicht irgend ein Compensationsmittel ersonnen wird, 
diese Eisenmasse sehr klein sein, um ihre Trägheit, welche 
eine neue Complicirung einfahren würde, vernachlässigen zu 
können. 

Eine bessere Annäherung kann man in dem Falle erlan- 
gen, wo eine obligatorische Bewegung der Saite auferlegt 
wird. Eine massive Stimmgabel von niedriger Tonhöhe, die 
durch einen Bogen gestrichen oder durch Electromagnetismus 
in dauernder Schwingung erhalten wird, vollführt ihre Schwin- 
gungen annähernd ganz unabhängig von den Einwirkungen 
irgend welcher leichter Körper, die mit ihr verbunden sein 
können. Um daher irgend einen Punkt einer Saite einer obli- 
gatorischen Bewegung zu unterwerfen, ist es nur nöthig, den- 
selben an das Ende einer der Zinken einer solchen Gabel zu 
befestigen, deren Schwingungsebene senkrecht zu der Länge 
der Saite ist. Es scheint, dass diese Methode, die erzwunge- 
nen Schwingungen einer Saite herzustellen, zuerst von Melde 
benutzt wurde. 

Ein anderes für Beobachtungen mit dem Ohr besser ge- 
eignetes Arrangement ist von Helmhol tz angewandt worden. 
Das Ende des Stieles einer starken Stimmgabel, welche mit 
einem Bogen oder auf sonst eine Weise in Schwingung ver- 
setzt ist, wird gegen die Saite gepresst. Es ist zweckmässig, 
die Oberfläche, welche mit der Saite in Berührung kommt, 
in einer geeigneten Form (Sattelform) auszufeilen, um desto 
besser das Ausgleiten und Schnarren zu verhindern. * 

Mit Rücksicht auf (5) sehen wir, dass wenn sinXh ver- 
schwindet, die Bewegung (gemäss dieser Gleichung) unendlich 
wird. Man kann diesen Umstand benutzen, um nachzuweisen, 
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daas in dem vorher betrachteten Falle die Bewegung wirklich 
sehr gross wird, so gross, dass Correctionen , welche vorher 
unbedeutend waren, jetzt von Wichtigkeit werden. Nun ver- 
schwindet sin A 6, wenn die Kraft isochron mit einer der natür- 
lichen Schwingungen des ersten Theiles der Saite ist, welche 
in und b befestigt gedacht wird. 

Wird eine Gabel auf die Saite eines Moi^ochords gesetzt, 
oder eines andern mit einem Resonanzboden versehenen In- 
strumentes, so ist es leicht, durch Versuch die Stellen der 
grÖBSten Resonanz zu finden. Eine sehr kleine Verschiebung 
nach einer der beiden Seiten zieht eine beträchtliche Abnahme 
in dem Umfange des Schalles nach sich. Die so bestimmten 
Punkte theilen die Saite in eine Anzahl von gleichen Theilen 
von solcher Länge, dass der natürliche Ton eines jeden der- 
selben (wenn dieser Theü an beiden Enden befestigt wird) 
derselbe ist, wie der Ton der Gabel. Man kann sich leicht hier- 
von überzeugen. Die wichtigen Anwendungen, welche Helm- 
holtz von der Resonanz gemacht hat, um einen einzelnen Ton 
von seiner ihm fremden Begleitung zu reinigen, werden später 
unsere Aufmerksamkeit in Anspruch nehmen. 

134. Kehren wir nun zu dem allgemeinen Falle zurück, 
wo X complex ist; wir haben noch die reellen Theile von 
(5), (6), (8) des §. 133 herauszuziehen. ^ Zu diesem Zwecke 
müssen die Sinusse, welche als Factoren auftreten, auf die 
Form Be*^ reducirt werden Setzen wir also : 

sinXx = Bxe'^'' (1), 

und nehmen eine gleiche Bezeichnung für die anderen Sinusse. 
Aus (5) §. 133 erhalten wir demnach entsprechend der obliga- 
torischen Bewegung y = cospt in h: 

y = 7^ (^OS(pt + «o: — €&) (2), 

Mb 

von X = hiß X = by 
und aus (6) §. 133: 

TD 

jtii^b 

von X = b his X = ly 

Bayleigh, Theorie des SchallOB. ^^ 
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Durch einen ähnlichen Process werden wir ans (8) §. 133, 
wenn: 

]L = a + iß (3) 

ist, erhalten : 

y = — ^/ '\ ^7^_ coslpt + Sa^ + Si-b^Si — tang-^ ^j 

von X = hiB X = h 



Tiyä^+ßKBi 



y= 



Ti Va2 + ß^ 



-^eos (pt + ei^x + ^b — Bi — tang-^-) 
.El \ «/ 

von a? = 6 bis a? = Z 



(4) 



entsprechend der in h angreifenden äussern Kraft Fcospt Es 
bleibt noch übrig, die Formen von 1?-^, £^ etc. zu erhalten. 
Die Werthe von a und ß sind bestimmt durch: 



«2 



ß'=K, 2«/J 



a 



2 



ptc 



(5), 



weiter ist: 

sinXx = sinuxcosißx + cosaxsinißx 

= stnax r f- t cos ax 



e-ß' 



so dass: 
und: 



fang «ar 



V — 2 — ; + 



!/5« — ß — i** 



COS* aa: 



/eß^^e-ß'\^ 



während 



«/J»_|_c-/» 



1,«/ 



rrii;«'««« (7) 



V«» + ^2 = - f p4 + ^2x» 



(8). 



Dies vervollständigt die Lösung. 

Wenn die Reibung sehr klein ist, dann können die Aus- 
drücke vereinfacht werden. Z. B. ist in diesem Falle bis zu 
einer hinreichenden Annäherung: 



eß^ -\- e~ß^ ^ eß^ — e^ß^ 



XX 



EEIBUN<> PBOPOBTiONAIi DER ÖESCHWINDIGKEIT. 211 

SO dass, entsprechend der obligatorischen Bewegung in 
6, — y ^= ycos pt — , die Amplitude der Bewegung zwischen 
X = und X ^= b annähernd ist: 



a 


Tt^X^ „ px 

4a^ a 


pb 
a 


4a2 a 



(9). 



welche gross, Jiber nicht unendlich wird, wenn sin — = oder 

a 

der Angriffspunkt ein Knotenpunkt ist. 

Wenn die einwirkende "Kraft oder die auferlegte Bewegung 
nicht durch einen einzigen harmonischen Ausdruck ausgedrückt 
ist, so muss dieselbe erst in solche aufgelöst werden. Die 
vorstehende Lösung kann dann auf jede Oomponente einzeln 
angewandt und die Resultate zusammenaddirt werden. Die 
Ausdehnung auf den Fair von mehr wie einem Angriffspunkte 
der äussern Kraft ist ebenfalls klar. Um die allgemeinste den 
auferlegten Bedingungen genügende Lösung zu erhalten, muss 
der Ausdruck für die naturlichen Schwingungen ebenfalls 
hinzu addirt werden; derselbe wird aber allmälig ganz unbe- 
deutend, nachdem die Bewegung eine hinreichende Zeit lang 
angedauert hat. 

Das in den vorhergehenden Untersuchungen angenommene 
Reibungsgesetz ist das einzige, dessen Resultate man in leichter 
Weise verfolgen kann; es reicht auch aus, um eine allgemeine 
Idee von den Wirkungen dissipativer Kräfte auf die Bewegung 
einer Saite zu geben. Indessen besitzen die aus demselben 
gezogenen Resultate in anderer Hinsicht eine fictive Einfach- 
heit, welche auf der Thatsache beruht, dass F — dieReibungs- 
function — der Form nach ähnlich wie T- aussieht, wodurch 
die Normalcoordinaten unabhängig von einander werden. In 
beinahe jedem andern Falle (z. B. wenn nur ein einzelner 
Punkt der Saite durch Reibung verzögert wird) sind keine eigent- 
lichen Normalcoordinaten vorhanden. Es existiren allerdings 
elementare Schwingungstypen, in welche die Bewegung aufgelöst 
werden kann und welche vollkommen unabhängig von einander 

14* 
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sind; aber es unterscheiden sich diese in ihrem Charakter wesent- 
lich von denen, mit welchen wir bis jetzt zu thun hatten, da 
die verschiedenen Theile des Systems (wenn dasselbe in einer 
elementaren Schwingung begriffen ist) sich nicht gleichzeitig 
in derselben Phase befinden. Specielle Fälle ausgenommen 
kann dann keine lineare Transformation der Coordinaten (mit 
reellen Coefficienten) T, F und V zu gleicher Zeit auf eine 
Summe von Quadraten reduciren. 

Setzen wir voraus , dass die Saite keine Trägheit besitzt, 
so dass T = ist, dann können F und V auf Summen von 
Quadraten reducirt werden. Dieses Problem hat für die Aku- 
stik keine Wichtigkeit; es ist aber deshalb von Interesse, weil 
es mathematisch dem der Wärmeleitnng und Strahlung in 
einem Stabe, dessen Enden auf einer constanten Temperatur 
gehalten werden, analog ist. 

135. So weit haben wir angenommen, dass die Saite in 
zwei festen Punkten 0^ = und aj = 7 in Ruhe gehalten wird. 
Da eine absolute Festigkeit in Praxis nicht erreicht werden 
kann, ist es nicht ohne Interesse, zu untersuchen, in welcher 
Weise die Schwingungen einer Saite modificirt werden müssen, 
wenn die Befestigungspunkte nachgeben können; dieses Problem 
wird auch Gelegenheit zu einer oder zwei wichtigen Bemer- 
kungen geben. Der Einfachheit halber werden wir voraus- 
setzen, dass das System mit Bezug auf den Mittelpunkt der 
Saite symmetrisch ist und dass jedes Ende an einer Masse 
(die ohne Ausdehnung im Räume angenommen wird) befestigt 
und durch eine Feder f( gegen die Gleichgewichtslage gepresst 
wird. Wirken keine Reibungskräfte, so lässt sich die Be- 
wegung nothwendiger Weise in Normalschwingungen auflösen. 
Nehmen wir an: 

y = [ccsinmx + ßco$inx}cos(mat — s) . . (1). 

Die Bedingungen far die Enden sind: 

dy 



wenn a? = 0, 'My -\- iiy = T^-^ 

ax 

dy 
wenn x = Ij My + fti/ = — Ti~^ 



' • 



(2), 
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woraus : 

a ßtangml — a ji — Ma^m^ . . 

ß ~ atafi{iml + ß ~ ^ .... (öj, 

zwei Gleichungen, die hinreichen, um m und das Verhältniss 
von /) zu a zu bestimmen. Eliminiren wir das letztere Ver- 
hältniss, so finden wir: 

toii(?m?==j--i^ (4), 

wenn wir zur Abkürzung v schreiben f&r: 

fnTi 

Gleichung (3) hat unendlich viele Wurzeln, welche man 
erhalten kann, wenn man für v schreibt tang^^ so dass 
tangtnl = tang2d'; das Resultat der Summation aller ent- 
sprechenden particulären Lösungen, jede mit ihren beiden will- 
kürlichen Constanten a und f, ist nothwendiger Weise die 
allgemeinste Lösung, deren das Problem fähig ist, und ist 
daher im Stande, die Bewegung darzustellen, welche von einer 
beliebigen Anfangsvertheilung der Verschiebung und Ge- 
schwindigkeit herrührt. Wir schliessen daraus, dass jede 
Function von x zwischen x = und x = l entwickelt werden 
' kann in eine Reihe von Ausdrücken, deren Gestalt ist: 

q>i(yi sin Wx » + cos mi x) + q>^ {y^ sin m^x + cosn^x)-^- . . (5), 

wo »ii, Wqy etc. die Wurzeln von (3) und Vx, 1/2, etc. die ent- 
sprechenden Werthe von v sind. Die Grössen 9^1, q)^^ etc. sind 
die Normalcoordinaten des Systems. 

Aus der Symmetrie des Systems folgt, dass bei jeder 
Normalschwingung der Werth von y an Punkten, die gleich 
weit von der Mitte der Saite abstehen, derselbe ist, z. B. an 
den beiden Enden, wo a; = und x == l. Daher ist 
Vs sin mal + cosw,Z = +l, wie ebenfalls aus (4) bewiesen 
werden kann. 

Die kinetische Energie T der ganzen Bewegung setzt sich 
zusammen aus der Energie der Saite und der der Massen M, 
Daher ist: 
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i 

T = - Q I {2Jfp(vsmtnx + cosmx)]^dx 



1 * 1 
+ -tM [^1 + 9>2'"]^ + K ^[91 (^1 sin niil + cos mit) -] ]K 

Wegen der charakteristischen Eigenschaft der Kormal- 
coordinaten können aber Glieder, welche die Producte dersel- 
ben enthalten , in Wirklichkeit in dem Ausdrucke für T nicht 
vorhanden sein, «o dass: 

9 / (Vr sin nirX-^ cos mrx) (Vt sinmaX-\' cos m^x) dx 

-\- M-^ M(VrSinmrl-\-cosmrl)(ytSinfn8l-\- cosmtl)=^0. . . (6), 

wenn r und s verschieden sind. 

Dieses Theorem lehrt, wie die willkürlichen Constanten 

zu bestimmen sind, damit die Reihe (5) eine willkürliche 

Function darstellen kann. Wir nehmen den Ausdruck: 

i 

Q / yiysSinmaX + cosmaX)dx 

+ Myo 4- Myi(Vs8inmglx + cosmiT). . . . (7), 

und setzen in denselben für y die Reihe (5) ein. Das Resul- 
tat ist eine Reihe von Gliedern folgender Art: 

Q I (Pri'^rSinnirX -\- cosmrx) (VgSinntsX -|- cosmtx)dx 

-|- M€pr + MffrivrSinmrl + cosmyl) (VtSinrngl -\- cosmsl\ 

von denen sämmtliche verschwinden, mit Ausnahme des einen, 

für welches r = s. Daher ist 9?, gleich dem Ausdruck (7), 

dividirt durch: 

i 

Q I {v$sinmsX + cosmgxydx 

+ M -\- Miy^sinm^l -f cosmtl)^ . . .^. . (8); 

somit sind also die CoefEcienten der Reihe bestimmt. Ist 
Jtf = 0, so ist, selbst wenn auch (t endlich ist, der Vorgang 
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natürlich viel einfacher, indessen ist das uneingeschränkte Pro- 
blem lehrreicher. Es wicd oft ein so grosser Nachdruck auf 
specielle Beweise der Reihe von Fourier und Laplace 
gelegt, dass der Leser geneigt wird, eine zu beschränkte 
Anschauung von der Natur dieser wichtigen Resultate der 
Analysis zu erhalten. 

Wir werden jetzt zeigen, wie Fourier's Theorem in sei- 
ner allgemeinen Form von unserer gegenwärtigen Untersuchung 
abgeleitet werden kann. Es sei JKf = 0; wenn dann ft = oo 
ist, so sind die Enden der Saite fest und die Bestinmiungs- 
gleichung für m wird tangml = 0, oder niJ = sar, wie^s ja 
nach unseren früheren Kenntnissen sein muss. In diesem 
Falle wird die Reihe für y: 

. JtX , . 27CX . . 2 7tX , .^. 

y = AiStn -^ — |- A^ stn — = f- A^ sm — f- . . (9), 

l V l 

welche hinreichend allgemein sein muss, um jede beliebige 
Function von ^, welche bei und Z verschwindet, zwischen 
diesen Grenzen darzustellen. Nun wollen wir aber voraus- 
setzen, dass [i gleich Null ist, während if noch gleich Null 
bleibt. Wir können annehmen, dass dann die Enden der Saite 
im Stande sind, über zwei weiche Lager senkrecht zur 
Saitenlänge zu gleiten, die Endbedingung ist das Verschwin- 

dy 
den von 3^. Die Gleichung für m ist dieselbe wie vorher; 
ax 

wir lernen also, dass jede Function y', für welche dasVerhältniss. 
ihrer Variationen bei x = imd x = 1 verschwindet, in fol- 
gende Reihe entwickelt werden kann: 

y' = J?l cos -y- + B2 cos — = h ^3 cos — 1- .. (10). 

Diese Reihe ändert sich nicht, wenn das Zeichen von x 
geändert wird; die erste Reihe ändert dabei bloss ihr Zeichen, 
ohne dass ihr numerischer Werth eine Aenderung erfahrt. 
Wenn daher y' eine gerade Function von x ist, so stellt (10) 
dieselbe von — Ihis + l dar. Auf dieselbe Weise stellt (9), 
wenn y eine ungerade Function von x ist, dieselbe zwischen 
denselben Grenzen dar« 
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Nun kann, was fär eine Function von a?, q)(x) auch sein 
mag, dieselbe immer in zwei Theile getheilt werden, von denen 
der eine gerade und der andere ungerade ist; so ist: 

9(^) = 2 + 2~ ' 

so dass y (a?), wenn es der Art gebaut ist, dass y ( — Q = y (4* 
und y'( — = y'C+O? zwischen den Grenzen +Z dargestellt 
werden kann durch die gemischte Reihe: . 

J-i 6tn -I — f- -^i^^^s -j — h ^2 s«** — y^ \- B^cos — 1- ... (11). 

Diese Reihe ist periodisch mit der Periode 2L Wenn 
daher y {x) dieselbe Eigenschaft besitzt, so ist, gleichgültig, 
welches ihr Charakter in anderer Hinsicht sein mag, die Reihe 
das vollständige Aequivalent dieser Function. Das ist Fou- 
rier's Theorem 1). 

Wir werden nun weiter dazu übergehen, die Wirkungen 
eines geringen Nachgebens der Unterstützungsstellen zu unter- 
suchen in dem Falle, wo die Enden einer Saite annähernd fest 
sind. Die Grösse v mag gross sein , entweder durch ft oder 
durch M, Wir wollen uns auf die zwei hauptsächlichsten Fälle 
beschränken, 1) wo ft gross ist und M verschwindet, 2) wo /* 
verschwindet und M gross ist. 

In dem ersten Falle ist: 

— ^ 

^ ~ Tim ' 

und die Gleichung für m ist annähernd: 

2 2 Tim 

Nehmen wir em: ml = sn -\- a?, woa? klein ist; dann ist 
angenähert: 

2 Ti . 8 7t 



X = tangx = — 



^l 



1) Das beste „System" zum Beweise von Fourier's Theorem aus 
dynamischen Betrachtungen ist eine um einen glatten Cylinder (§. 139) 
gewundene Kette ohne Ende oder eine dünne in sich zurückkehrende 
Luftsäule, die in einer ringförmigen Bohre eingeschlossen ist, 
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und : 

„a = sn(i-^) (12). 

Bis zu diesem Grade von Annäherung hören die Töne 
nicht auf eine harmonische Scala zu bilden , indessen ist die 
Höhe des Ganzen um ein Geringes erniedrigt. Die Wirkung 
des Nachgebens ist thatsächlich dieselbe, wie die einer Ver- 

längerung der Saite in dem Verhältniss 1 : 1 H =-^, wie wir 

• (t i 

auch hätten voraussehen können. 

Das Resultat ist ein anderes, wenn (i verschwindet, wäh- 
rend M gross ist. Dann ist: 

Ma^m 

und: 

2 T 
tangml = ^^ angenähert. 

Daher: 

2 T l 
fnl = 8Jt + —-^ — (13). 

Die Wirkung ist daher äquivalent einer Verkürzung von 
l in dem Verhältniss: 



Ma^ ' s^Tt^' 



in Folge hiervon tritt eine Erhöhung des Tones ein, wobei die 
Erhöhung um so grösser ausfallt, je niedriger dieToncomponente 
ist. Man könnte sich denken , dass jede Art von Nachgeben 
die Tonhöhe der Saite erniedrigen würde, indess zeigt die vor- 
stehende Untersuchung, dass dies nicht der Fall ist. Ob der 
Ton erhöht oder erniedrigt wird, hängt von dem Zeichen von 
V ab, und dies hängt wieder davon ab, ob der natürliche Ton 
der von der Feder (i bewegten Masse tiefer oder höher wie der 
der in Frage stehenden Schwingungscomponente ist. 

136. Das Problem einer in anderer Weise gleichfömigen 
Saite, welche ein endliches Gewicht M in x = h trägt, 



(3), 
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kann durch die in §. 133 aofgeftindene Formel gelöst werden. 
Denn wenn die Kraft Fcospt von der Reaction gegen die 
Beschleonigung der Masse M herrührt, so ist: 

F^yp^M (1), 

welches in Verbindung mit Gleichung (7) des §. 133 Folgen- 
des zur Bestimmung der möglichen Werthe von A (oder p : a) 

giebt : 

a^MX sin Xh sin X{1 — 6) = Ti sin XI . . . (2). 

Der Werth von y für jede X entsprechende Normalschwin- 
gung ist: 

y '= PsinXxsinXQ — h) cos (aXt — «) 
von » = bis a; = b 

y = PsinX (l — x) sin Xl)cos(aXt — €) 
von a? = b bis a? = Z 
worin P und 6 willkürliche Constanten sind. 

Es bedarf keiner Rechnung, um nachzuweisen , dass jede 
Normalcomponente, welche in dem Punkt, wo das Gewicht 
angebracht ist, einen Knotenpunkt hat, von der Gegenwart 
dieses Gewichtes nicht beeinflusst wird. Wenn z. B. eine Saite 
in ihrem Mittelpunkt beschwert wird, dann bleiben ihre Schwin- 
gungscomponenten von gerader Ordnung ungeändertj während 
alle ungeraden Componenten in ihrer Tonhöhe erniedrigt wer- 
den. Man kann manchmal von dieser Wirkung eines ange- 
hängten Gewichtes Vortheil ziehen, wenn es zu irgend einem 
Zwecke erwünscht ist, die harmonische Beziehung der Ton- 
componenten zu stören. 

Ist M sehr gross, so wird die tiefste Componente in 
Betreff ihrer Höhe von allen anderen durch einen weiten Zwi- 
schenraum getrennt Wir wollen den Fall nehmen, wo das 

Gewicht im Mittelpunkt angehängt ist, so dass 1> = 1 — 6=— L 

Die Gleichung für X wird dann: 

. XI i XI . XI Ql\ ^ ,^. 

worin gl : M^ welches das Yerhältniss der Massen der 
Saite und des Gewichtes angiebt, eine kleine Grösse ist, die cc' 
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genannt werdefi mag. Die erste Wurzel, welche zu dem nie- 
drigsten Ton geholt, erhält man, wenn -^Xl sehr klein und der 
Art ist, dass nahezu: 



a-)'i'+ia")i=«* 



woraus : 



die Periodendauer ist gegeben durch: 

Das zweite Glied giebt eine Correction an zu dem ersten 
rohen Werth , der in einem frühern Capitel (§. 52) erhalten 
wurde, wenn die Trägheit der Saite ganz vernachlässigt ward. 
Dass dieses Correctionsglied additiv sein würde, konnte man 
erwarten. In der That kann die Formel , . wie sie oben steht, 
dadurch erhalten werden, dass man bei der wirklichen Schwin- 
gung die beiden Theile der Saite als nahezu gerade ansieht. 
Dieselbe Näherung, wie die Formel, genügt auch, wenn man 
bei Berechnung der potentiellen und kinetischen Energie die 
letztgenannte Voraussetzung macht. Denn dann vergrössert 
die Berücksichtigung der Trägheit der Saite die kinetische 
Energie, welche einer bestimmten Geschwindigkeit des 
aufgelegten Gewichtes entspricht, in dem Verhältniss von 

M : M -{- -^ qI^ und das fuhrt zu dem obigen Resultat. Diese 

Methode bietet in der That in einer Hinsicht auch Vortheile 
dar, da sie auch angewendet werden kann, wenn q nicht 
gleichförmig ist. Alles,, was erfordert wird, ist das, dass das 
Gewicht M hinreichend überwiegt 

Es giebt keine andere Wurzel der Gleichung (4) ausser 

1 

sin — A? = 0, welche die z^veite Componente der Saite giebt, 

nämlich eine Schwingung, die unabhängig von der Belastung 
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ist. Die auf das erste Paar folgenden Wurzeln folgen einander 
in Paaren, deren einzelne Glieder in der Grösse wenig von 

Fig. 21. 





einander verschieden sind; denn der eine Satz von Wurzeln 
wird durch — kl =z $7t gegeben und der andere angenähert 

durch rr kl =: $yt 4- r^, worin das zweite Glied klein ist. 

Die zwei Schwingungsarten far s = 1 sind in der nebenstehen- 
den Figur 21 dargestellt 

Die allgemeine Formel (2) kann auch dazu benutzt wer- 
den, die Wirkung eines kleinen Gewichtes auf die verschiedenen 
Gomponenten aufzusuchen. 



137. Wirkliche Saiten und Drähte sind nicht vollkommen 
biegsam. Dieselben setzen der Biegung einen gewissen Wider- 
stand entgegen, der aber in zwei, verschiedene Wirkungen 
hervorbringende Theile getrennt werden kann. Der erste 
dieser Theile wird Viskosität genannt und offenbart sich in 
der Dämpfung der Schwingungen. Dieser Theil hat keinen 
merklichen Einfluss auf die Perioden. Der zweite ist seiner 
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Natur nach conservativ und verändert die potentielle Energie 
des Systems mit der Wirkung, die Periode zu verkürzen. Eine 
vollständige Untersuchung dieses Theiles ist hier nicht am 
Platz, indess lässt der Fall, welcher bei der Anwendung auf 
musikalische Instrumente das meiste Interesse verlangt, eine 
hinreichend einfache Behandlung zu. 

Wenn die Stairheit der Saiten mit in Rechnung gezogen 
wird, so muss in Betreff der Endbedingungen etwas mehr an- 
gegeben werden, als dass y verschwindet. Zwei Fälle mögen 
besonders hervorgehoben werden: 

1) Die Enden sind festgeklemmt, so dass an beiden 

Enden ^ = 0. 
dx 

2) Die Bewegungsrichtungen der Enden sind voll- 
kommen frei, dann ist -r-4 = ö. 

Wir wollen jetzt den letzten Fall durchnehmen. 
Wenn keine Starrheit vorhanden wäre, so wurde die 
Schwingungsart sein : 

. S7CX 

y X s^n -j-, 

wodurch die zweite Bedingung erfüllt wird. 

Die Einwirkung der Starrheit kann eine solche sein, dass 
dadurch die Art der Schwingung etwas geändert wird. Ob 
aber ein solches Resultat eintritt oder nicht, immer muss die 
unter der Annahme, dass die Schwingungsart ungeändert 
bleibt, aus der potentiellen und kinetischen Energie berechnete 
Periode bis auf kleine Grössen zweiter Ordnung richtig sein 
(§. 88). 

Die von der Steifigkeit herrührende potentielle Energie 
wird ausgedrückt durch: 

'^=^./(S)"-. <". 



worin x eine Grösse ist, welche von der Natur des Materials 
und von der Form des Querschnitts abhängt und zwar auf 



222 TÄANSVERSALSCHWINGÜNGEN VOK SAITEN. 

eine Weise, zu deren n&herenlTntersuchung wir noch nicht hinrei- 
chend vorbereitet sind. Die Form von dFist evident, weil die zur 
Biegung eines jeden Elementes ds noth wendige Kraft propor- 
tional zunächst mit ds selbst, und dann mit* dem Betrage der 
schon vorhandenen Biegung ist, das ist mit ds : Q. Die ganze 
Arbeit, welche geleistet werden muss, um in ds eine Krüm- 
mung von 1 : Q hervorzurufen, ist daher proportional mit 
ds : Q^; bei der Annäherung, mit welcher wir uns begnügen, 

1 d^y 
ist nun aber ds = dx, und — = -=—z. 

S JC X 

Wenn also y = (p sin — =— , so ist: 

Die Periode von tp wird dann sein: 

wenn Tq den Werth der Periode bezeichnet, welchen die Saite 
bei vollkommener Biegsamkeit haben würde. Es ergiebt sich 
aus der Formel, dass der Einfluss der Steifigkeit rapide mit 
der Ordnung der Schwingungscomponenten wächst, welche 
dann aufhören, einer harmonischen Scala anzugehören. Indessen 
ist bei den in der ausübenden Musik gebrauchten Saiten die 
Spannung gewöhnlich hinreichend, um den Einfluss der Starr- 
heit ganz unbedeutend zu machen. 

Die eben benutzte Methode kann nur mit einer ge- 
wissen Modification auf den andern Fall in Betreff der 
Endbedingungen angewandt werden, den Fall nämlich, wo 
die Enden des Stabes festgeklemmt sind. In der unmittel- 
baren Nähe der Enden muss die Schwingungsart sich von 
der, welche eine vollkommen biegsame Saite annehmen 
würde, um eine Grösse unterscheiden, welche nicht mehr 
klein ist und deren Quadrat daher nicht mehr vernachlässigt 
werden darf. Wir werden auf diesen Fall bei der Behand- 
lung der transversalen Schwingungen von Stäben zurück- 
kommen. 
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138. . Wir haben bisher ein Problem in Betreff der 
Schwingungen von Saiten noch nicht berücksichtigt, welches 
ein gewisses praktisches Interesse darbietet Es ist dieses der 
Charakter der Bewegung einer Violin- (oder Violincello-) Saite, 
unter der Einwirkung des Bogens. Bei diesem Problem kennt 
man den modus operandi des Bogens nicht hinreichend ge- 
nau genug, um ausschliesslich die a prioristische Methode zu 
beifolgen: die Fingerzeige der Theorie müssen durch specielle 
Beobachtungen ergänzt werden. Durch eine geschickte Com- 
bination von aus beiden Quellen geschöpften Beweismitteln ist 
es Helmholtz gelungen, die Hauptzüge dieses Falles zu be- 
stimmen, indessen sind noch einige der Details dunkel. 

Da der Klang eines guten, und dabei gut gespielten In- 
strumentes musikalisch ist, so schliessen wir hieraus, dass die 
Schwingungen genau periodisch sind oder wenigstens, dass eine 
ganz genaue Periodicität der ideale Fall bei den Violinen ist. 
Ueberdies hat — und das ist ein sehr wichtiger Punkt — der 
von dem Bogen hervorgebrachte Klang nahezu oder auch ge- 
nau dieselbe Höhe , wie der der Saite natürliche Klang. Die 
Schwingungen sind daher, wenn sie auch erzwungen werden, 
in gewissem Sinne als freie anzusehen. Die Aufrechterhaltung 
der Bewegung ist ganz von der von dem Bogen herrührenden 
Energie abhängig; und doch bestimmt der Bogen nicht ihre 
Periode, ändert sie selbst auch nicht. Wir werden an den 
selbstthätigen elektrischen Unterbrecher erinnert, dessen Be- 
wegung im technischen Sinne wirklich erzwungen ist, aber 
doch die Art von Freiheit besitzt, welche darin besteht, dass 
er (ganz oder theilweise) zu bestimmen im Stande ist, unter 
welche Einflüsse er kommen soll. 

Aus der Thatsache, dass die Saite in ihren natürlichen 

Perioden schwingt, folgt aber nicht sofort, dass sie auch in 

ihren natürlichen Schwingungsarten sich bewegt. Wenn die 

Coefficienten der. Reihenentwickelung von Fourier: 

, 7tx , . 2^x . 

p = q)i stn -z — t (Pi stn —z 1- . . . 

l l 

als unabhängige Coordinaten genommen werden, durch welche 

die Configuration des Systems in jedem Momente bestimmt 
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wird, so wissen wir, dass, wenn keine Reibung, oder nur eine 
solche Reibung, für welche Fx T, vorhanden ist, die natürlichen 
Schwingungen dadurch ausgedrückt werden, dass man jede 
Goordinate als einfach harmonische (oder quasi -harmonische) 
Function der Zeit nimmt. Dagegen kann, ohne im Widerspruch 
mit irgend etwas von dem früher Gesagten zu stehen, jede Goor- 
dinate in dem gegenwärtigen Fall irgend welche Function der 
Zeit sein, welche nur in der Zeit t periodisch ist. Eine leichte 
Untersuchung wird uns aber beweisen, dass die Schwingungen 
ebensowohl in ihrer Art wie in ihrer Periode wirklich die- 
selben, wie die natürlichen sein müssen. 

Die durch den Bogen in seinem Angriffspunkt ausgeübte 
Kraft kann durch: 



Y =i:Ar cos 



/2r7Ct \ 



ausgedrückt werden, so dass die Bewegungsgleichung für die 
Goordinate 9, lautet: 

^ , . . s^n^a^ 2 , snb ^ . ßriti \ 

tp* + 3« 9>* H p — ^>» = ^— s*»*— '^-^ <^^ [— M> 

h ist hierbei der Angriffspunkt desBogens. Eine jede derTheil- 
componenten von O, giebt in der Lösung ein entsprechendes 
Glied mit ihrer eigenen Periode ; die eine Oomponente aber, deren 
Periode dieselbe wie die natürliche Periode von (ps ist, hat re- 
lativ zu den anderen eine ausserordentlich überwiegende Bedeu- 
tung. Praktisch brauchen wir also, wenn die Dämpfung klein ist, 
nur den Theil von 9?, weiter zu berücksichtigen , welcher von 

(2S7Ct \ 
^s) abhängt, das heisst, wir können die Schwin- 
gungen als natürliche auch in Bezug auf ihre Art ansehen. 

Eine andere wesentliche Thatsache, welche durch Beweis- 
mittel, die sowohl der Theorie als der Beobachtung mit dem 
Ohr entstammen, erhalten wird, ist folgende. Alle Schwin- 
gungscomponenten sind nicht vorhanden, welche in dem Er- 
regungspunkt einen Knotenpunkt besitzen. „Um jedoch diese 
Töne auszulöschen, ist es nöthig, dass die Goincidenz zwischen 
Angriffspunkt des Bogens und dem Knotenpunkt sehr genau 
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ist. Eine sehr kleine Abweichung stellt die Töne, welche aus- 
fallen sollen, in einer beträchtlichen Stärke wieder her ^)." 

Die übrigen Beweisgrunde, auf welchen Plelmholtz's 
Theorie beruht, wurden aus directen Beobachtungen mit dem 
Vibrationsmikroskop erhalten. Wie in Capitel II auseinander- 
gesetzt wurde, giebt dieses Instument einen Anblick der Curve, 
welche die Bewegung des beobachteten Punktes darstellt, wie 
jene auf der Oberfläche eines transparenten Cylinders aufge- 
tragen erscheinen würde. Um die darstellende Ourve in ihrer 
gewöhnlichen Form abzuleiten, muss man sich den flngirten 
Cylinder aufgerollt, oder auf einer Ebene abgewickelt denken. 
- Die eii^fachsten Resultate werden erhalten, wenn der Bogen 
in einem Knotenpunkt von einer der höheren Componenten 
aufgesetzt wird und der beobachtete Punkt einer der anderen 
Knoten desselben Systems ist. Wird der Bogen gut geführt, so 
dass der Fundamentalton klar und stark erklingt, so ist die die 
Schwingung darstellende Curve die in der Fig. 22 gezeichnete; 
hierin entspricht die Abscisse der Zeit (^J5 ist eine vollständige 
Periode), die Ordinaten stellen die Verschiebungen dar. Es 
ergiebt sich die bemerkenswerthe Thatsache, dass die ganze 

Fig. 22. 




D H 

Periode in zwei Theile Tq und r — Tq getheilt werden kann; 
während eines jeden dieses Theiles ist die Geschwindigkeit des 
beobachteten Punktes constant; die Geschwindigkeiten hin und 
her sind aber im Allgemeinen ungleich. 

Wir müssen nun diese Curve durch eine Reihe von har- 
monischen Ausdrücken darstellen. Entspricht der Anfangs- 
punkt der Zeit dem Punkte Ä und ist AD =z FC = y^ so 
giebt der F o u r i e r ' sehe Satz : 



1) Donkin's Acoustics p. 131. 
Bayleigh, Theorie des Schalles. 



15 
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y= -5 — 7 r >. -X «en sin | ^ ^ ) • • • (1). 

Mit Rücksicht auf den Werth von Zq wissen wir, dass 
alle die Componenten von y verschwinden müssen, für welche 

sin — - — = ist (a?o ist der beobachtete Punkt), weil bei den 

oben angegebenen Zustandsbedingungen der Bogen oßese 
Schwingungscomponenten nicht hervorrufen kann. £s ist daher 
Grund zu der Annahme, dass Tq : v = (Cq : l; und in der That 
bestätigt die Beobachtung, dass das Verhältniss von ÄC : CB 
(in der Figur) gleich dem Verh&ltniss der beiden Theile ist, in 
welche die Saite durch den Beobachtungspunkt getheilt wird. 
Die freien Schwingungen der Saite werden nun im All- 
gemeinen dargestellt durch: 

2'-® . snx i , 2s%t , _, . 2sxt] 
stn.-y- l-^scos f- Bs sin \; 

und dieser Werth muss im Punkte x -= Xq mit (1) überein- 
stimmen. Um eine bequeme Vergleichung anstellen zu können, 
schreiben wir; 

. 2s7ct , _ . 2s7tt ^ 2s7C /. ro\ 
Ai cos \- Bs sm = Cs cos [t — — ) 

t ' X t \ 2 J 

+ «.-* ^ (« - 1> 

hieraus ergiebt sich, dass C, = 0. 

Wir haben demnach um 2), zu bestimmen: 

. sicxq _ 2yt^ 1 . snxa 

sm — = — • Bs = -T- — j- . - sm -^ — ^ 

l jr^ro (r — • Tq) s« l ' 

woraus 

2yv^ 1 

^'"== 7tHo{z—To)' S^' • - ^^^' 

. . SJCXq . 

wenn nicht sm — — = ist. 

V 

In dem letzten Falle lässt die Vergleichung Ds unbe- 
stimmt; wir wissen aber aus anderen Gründen, dass dann 2>« 
verschwindet. Augenblicklich wollen wir indessen der Ein- 
fachheit halber annehmen , dass Dg immer durch (2) gegeben 
ist. Fällt der Angriffspunkt des Bogens nicht mit einem 
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Knotenpunkt von irgend einer der tieferen Toncomponenten 
des Eülanges zusammen, so hat der begangene Fehler keine 
grossen Folgen. 

Nach dem Obigen ist die vollständige Lösung des Pro- 
blems : 

y= -^ — T r >. -7 stn -^— stn ( ^ — -~ ) . . . (3). 

Die Amplituden der einzelnen Componenten sind daher 
proportional 8~\ Bei einer gezupften Saite fanden wir für 

die entsprechende Function s "* ^ sin — =— , welche der obigen 

V 

in etwas ähnlich ist. Wird die Saite in der Mitte gezupft, so 
verschwinden die geraden Componenten; die ungeraden folgen 
dann demselben Gesetz, welches wir für eine Violinsaite er- 
halten haben. Die Gleichung (3) giebt an, dass die Saite 
immer die Gestalt von zwei sich unter einem Winkel schnei- 
denden Linien hat. Um dieses noch deutlicher nachzuweisen, 
wollen wir den Ausgangspunkt für die Zeit und den constanten 
Factor ändern, so dass : 



8Px^ 1 . STCX . 2s%t 
— T ^ . -^ 8%n — ; — sm 



y = — ■ N - s«n —r- sm — — .... (4), 



die Gleichung wird, welche zu jeder Zeit die Gestalt der 
Saite angiebt. ' 

Nun wissen wir (§. 127), dass die Gleichung eines Paares 
von Linien, die von den festen Enden der Saite ausgehen und 
sich in einem Punkte treffen, dessen Coordinaten a und ß 
sind, lautet: 

2/3^2 ^r-, 1 . S7ta . sxx 

Daher stellt zur Zeit t Gleichung (4) ein solches Paar 
von Linien dar, die sich in einem Punkte schneiden, dessen 
Coordinaten gegeben sind durch: 

a{l — a) 

STca . 2s7tt 

stn -rr- = "T- Sin • 

l — X 

15* 
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Diese Gleichungen zeigen, dass erstens die Projeotion des 
Schnittpunktes auf die o? Axe sich gleichförmig hin und zurück 
belegt zwischen a; = und x = ly und dass ferner der Schnitt- 
punkt selber auf dem einen oder dem andern von zwei para- 
bolischen Bögen liegt, zu denen die Gleichgewichtslage der 
Saite eine gemeinsame Sehne ist. 

Da die durch die Bewegung des Schnittpunktes ihrer zwei 
geraden Theile definirte. Bewegung der Saite in i keiner spe- 
ciellen Relation zu Xo (dem Beobachtungspunkt) steht, so folgt, 
dass nach den obigen Gleichungen dieselbe Art von Bewegung 
in jedem andern Punkt hätte beobachtet werden können. Und 
dies ist auch annähernd richtig. Es wurde aber, wie man sich 
erinnern wird, das theoretische Resultat nur erhalten durch die 
Annahme, dass Schwingungscomponenten mit Knotenpunkten 
in Xq in gewissen Verhältnissen vorhanden sind, obschon that- 
sächlich die Abwesenheit derselben aus mechanischen Grün- 
den erforderlich ist. Die Gegenwart oder Abwesenheit dieser 
Componenten ist gleichgültig, wenn der Beobachtungspunkt 
ein Knotenpunkt ist, aber nicht in jedem andern FaU. Ist der 
Beobachtungspunkt etwas von einem Knotenpunkt entfernt, so 
zeigt die Schwingungscurve eine Reihe von Rippen, welche 
von der Abwesenheit der fraglichen Componenten herrühren. 
Weitere Details findet man bei Helmholtz ugd Donkin. 

Die die Schwingung unterhaltende Krafl des Bogens beruht 
auf der Thatsache, dass die Reibung fester Körper bei massi- 
ger Geschwindigkeit geringer ist, wie bei kleiner Geschwindig- 
keit, so dass, wenn der vom Bogen ergriffene Theil der Saite 
sich mit jenem bewegt (nicht unwahrscheinlich mit derselben 
Geschwindigkeit), die gegenseitige Einwirkung grösser ist als in 
dem Falle, wo sich die Saite in der entgegengesetzten Richtung 
mit einer relativ grösseren Geschwindigkeit bewegt. Die be- 
schleunigende Einwirkung des Bogens während des ersten Thei- 
les der Bewegung wird daher nicht ganz neutralisirt durch die 
folgende Verzögerung und es bleibt ein Ueberschuss von Be- 
schleunigung, welcher die Schwingungen ungeachtet anderer 
Verluste an Energie aufrecht erhalten kann. Eine merkwürdige 
Wirkung derselben Eigenthümlichkeit der Reibung fester Körper 
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wurde von Mr. Froude beobachtet Derselbe fand, dass die 
Schwingungen eines Pendels, welches an einem Stabe schwingt, 
dadurch aufrecht erhalten oder selbst vergrössert werden 
können, dass man den Stab zum Rotiren bringt« 

139. Eine auf einer leicht gekrümmten Fläche ausge- 
spannte Saite liegt im Gleichgewicht' längs einer geodätischen 
Linie und schwingt, wenn sie bestimmten Stabilitätsbedingun- 
gen unterliegt, um diese Lage, nachdem sie einmal aus der- 
selben herausgebracht. Der einfachste Fall, den man sich 
denken kann, ist der, wo die Oberfläche eine Cyliliderfläche von 
irgend welcher Form ist, und wo dann die Gleichgewichtslage 
der Saite senkrecht zu den erzeugenden Linien steht. Der 
Leser wird sich leicht davon überzeugen, dass die Bewegung 
unabhängig von der Krümmung des Qylinders ist, und dass 
die Schwingungen in allen wesentlichen Stücken dieselben sind, 
als wenn die Oberfläche in eine Ebene abgewickelt wäre. Er- 
wähnenswerth ist der Fall einer Saite ohne Ende, welche ein 
Band rund um den Cytinder bildet. 

Um die charakteristischen Züge dieserClasse von Problemen 
zu zeigen, wollen wir das verhältnissmässig einfache Bei- 
spiel einer Saite nehmen, die auf der Oberfläche einer glatten 
Kugel ausgespannt ist und im Gleichgewicht längs eines gröss- 
ten Kreises liegt Die zweckmässigsten Coordinaten für unser 
System sind in diesem* Falle die Breite 6, welche von dem 
grössten Kreise als Aequator an gemessen wird und die 
Länge 9, die wir längs des grössten Kreises messen. Ist der 
Radius der Kugel a, so haben wir: 

T = ^fQ{a&)^ad(p = ^fbUq>. . . (1). 
Die Verlängerung der Saite wird gegeben durch: 

Nun ist: 

ds^ = (ad»y + (acosQ'dipy; 
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SO dass : 

ad<p [\dq)/ ^ j 2 \d(pj 2 

angenähert. 

Demnach haben wir: 



und 



^^^"^^/IQ'-M'^''- • • • ^')'^' 








Sind die Enden fest, so ist 

i 





es "wird dann die Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten: 

a^ Q J ^d^d<p — all J dd" (j^ + d\ d<p = 0, 
woraus sich, da S-ö" •willkürlich ist, ergiebt: 

Das ist die Bewegungsgleichung. 

Wenn wir d' cc cospt nehmen, so erhalten wir: 

deren Lösung, welche die Bedingung, dass d" mit g) verschwin- 
det, erfüllen mUss, lautet: 

■jr P^ + Ir fp * cos pt . . . . (5). 



I *- 



Die noch übrigbleibende Bedingung, welche erfüllt werden 
muss, ist die, dass -ö" verschwindet, wenn a<p = l oder g? = a, 
wenn a = l : a. 



i) Oambridge Mathematical Tripos Ezaminatiou 1876. 
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Das giebt: 

worin m eine ganze Zahl ist. 

Die Normalfunctionen haben also dieselbe Form, wie für 
eine gerade Saite, d. i. 

fIfhTCW 

d" =^ Äsin ^cospt (7), 

jedoch ist die Reihe der Perioden eine andere. Die Wirkung 
der Erümmung ist die , dass dadurch jeder Ton tiefer als der 
entsprechende Ton einer geraden Saite gemacht wird. Ist 
a >> sr, so ist wenigstens einer der Werthe von p^ negativ, ein An- 
zeichen, dass die entsprechende Schwingungsart nicht stabil ist. 
Wenn a = jr, so wird pi gleich Null; die Saite hat in der ver- 
schobenen Stellung dieselbe Länge, wie wenn d* = 0. 

Eine ähnliche Methode kann dazu benutzt werden, um 
die Bewegung einer rund um den Aequator irgend welcher 
Umdrehungsfläche gespannten Saite zu berechnen. 

« 

140. Die angenäherte Lösung des Problems einer Saite 
von nahezu aber nicht vollständig gleichförmiger Längen- 
dichtigkeit ist im Capitel IV, §.91 vollständig behandelt 
worden, als ein zweckmässiges Beispiel für die allgemeine 
Theorie von angenähert einfachen Systemen. Es wird hier 
hinreichen das Resultat zu wiederholen. Ist die Dichtig- 
keit Qo + ^Qy 80 wird die Periode r,. der r^ Schwingungs- 
componente gegeben durch: 



Nimmt die Unregelmässigkeit die Gestalt eines kleinen 
Gewichtes von der Masse m im Punkte a? = 6 an, so kann die 
Formel geschrieben werden: 






" - Ti 
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Diese Werthe von r* sind richtig, wenn nur die erste Po- 
tenz der kleinen Grössen d q und m zu berücksichtigen ist; sie 
geben die Mittel dazu, eine Correction für solche kleine 
Abweichungen von der Gleichförmigkeit zu berechnen, wie die- 
selben in der Praxis unausbleiblich sind. 

Wie erwartet werden konnte, verschwindet die Einwirkung 
eines kleinen Gewichtes in den Knotenpunkten und steigt bis 
zu einem Maximum in den Punkten mitten zwischen zwei auf 
einander folgenden Knotenpunkten. Wenn man nur eine rohe 
Schätzung der wirklichen Dichtigkeit einer nahezu gleichför- 
migen Saitei zu machen wünscht, so giebt die Formel an, dass 
man seine Aufmerksamkeit mehr auf die Nachbarschaft der 
Sohwingungsbäuche wie auf die der Knotenpunkte richten muss. 

141. Die Differentialgleichung, welche die Bewegung 
einer Saite bestimmt, deren Längendichtigkeit q variabel ist, 
lautet : 

^ It»-^'!^^ ^^^' 

aus welcher wir, wenn wir y a cosnt nehmen, zur Bestimmung 
der Normalfunctionen erhalten: 

jl -I- v»Qy = (2X 

worin v^ an Stelle von n^ : Ti geschrieben ist. Diese Glei- 
chung ist von der zweiten Ordnung und linear; es ist je- 
doch bis jetzt für sie noch keine Lösung in endlichen 
Ausdrücken gefunden. Betrachten wir sie als Bestim- 
mungsgleichijng für die Curve, welche die Saite in der be- 
trachteten Norraalschwingungsart annimmt, so bestimmt sie 
dieKrümmung in jedem Punkte und enthält demgemäss eine 
Regel, nach welcher die Curve graphisch construirt werden 
kann. Wenn wir daher zum Zwecke ihrer Anwendung auf eine 
an beiden Enden befestigte Saite von einem der beiden Enden 
unter einem beliebigen Winkel und mit der Krümmung Null 
ausgehen, so zeigt uns obige Gleichung stets, unter welcher 
Krümmung wir weiter gehen müssen. Auf diese Weise kann 
die ganze Curve ausgezogen werden. 
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Ist der etwa angenom^aene Werth von v^ richtig, so 
wird die Cürve die x-Axe in dem erforderlichen Abstand vom 
Endpunkte treffen, das Schwingungsgesetz ist dann vollständig 
bestimmt. Ist v^ nicht bekannt, so können verschiedene Werthe 
versucht werden, bis die Curve richtig endet; eine genügende 
Annäherung an den Werth von v^ kann man gewöhnlich durch 
eine auf einen angenommenen Schwingungstypus (wie in §. 88, 
90) gegründete Rechüung erhalten. 

Ob nun die Längsdichtigkeit gleichförmig ist oder nicht, 
es wird stets die Schwingungsdauer einer einzelnen einfachen 
Schwingung caeteris paribus variiren wie die Quadratwurzel 
aus der Dichtigkeit und umgekehrt wie die Quadratwurzel 
aus der Spannung, unter welcher die Bewegung stattfindet. 

Das umgekehrte Problem die Dichtigkeit zu bestimmen, 
wenn die Periode und der Typus der Schwingung gegeben 
ist, lässt sich immer lösen. Zu diesem Zwecke ist es nur nöthig, 
den gegebenen Werth von y und dessen zweiten Differential- 
quotienten in Gleichung (2) einzusetzen. Wenn die Dichtig- 
keit nicht unendlich ist, so sind die Enden einer Saite Punkte 
mit der Krümmung Null. 

Wird eine gegebene Saite verkürzt, so wird jede Ton- 
componente . erhöht. Den neuen Zustand der Dinge kann man 
sich nämlich von dem alten dadurch abgeleitet denken, dass 
man sich an dem gewünschten Befestigungspunkt eine Feder 
(ohne Trägheit) wirkend denkt, deren Steifigkeit allmälig ohne 
Grenzen wächst. Bei jedem Schritt dieses Processes wird die 
potentielle Energie einer gegebenen Deformation vermehrt, 
und daher steigt (§. 88) die Höhe jedes Tones. In gleicher 
Weise erniedrigt eine Vergrösserung der Länge der Saiten die 
Tonhöhe, selbst wenn der hinzugefügte Theil keine Trägheit 
besitzt 

142. Wenn wir auch nicht im Stande sind, eine allge- 
meine Integration der Gleichung (2) des §. 141 auszuführen, 
so können wir doch auf dieses Problem einige von den vielen 
interessanten Eigenschaften der Lösung der linearen Differen- 
tialgleichung von der zweiten Ordnung anwenden, welche von 
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Sturm uod Liouville ^) nachgewiesen sind. In diesem Buche 
ist es unmöglich, diese Untersuchungen auch nur annähernd 
vollständig wiederzugeben; indessen wird ein Abriss, in welchem 
sich die leitenden Züge wiederfinden, von Interesse sein und 
Licht auf einige Punkte werfen, die mit der allgemeinen 
Theorie der Schwingungen continuirlicher Körper in Verbin- 
dung stehen. Ich habe es nicht für nöthig gehalten, mich 
ganz enge an die in den Originalabhandlungen gebrauchten 
Methoden zu halten. 

In keinem Punkte der die Gleichung: 

g + v^Qy = (1) 

befriedigenden Curve können zugleich y und -r- verschwinden. 
Durch successive Diflferentiation von (1) ist es leicht nachzu- 
weisen, dass, wenn y und -— zusammen verschwinden, in dem- 
^ ^ dx 

d^y 
selben Punkt auch alle höheren Diflferentialcoefficienten -r—^^ 

d^y 

rr^ etc. verschwinden müssen, und dass daher nach dem 

dx^ 

Taylor 'sehen Satz die Curve mit der x-Axe zusammenfallen 

muss. 

Welchen Werth wir auch v^ zuschreiben mögen, die der 

Gleichung (1) genügende Curve ist eine Sinuscurve, indem 

sie überall concav gegen die x-Axe ist, weil q überall einen 

positiven Werth hat. Wenn im Ausgangspunkt y verschwindet 

dy 
und -=^ positiv ist, so behält y für alle Werthe von x unter einer 
, ax 

gewissen Grenze, die von dem v^ ertheilten Werth abhängt, 

positive Werthe. Ist v^ sehr klein, so ist die Krümmung gering, 

die Curve bleibt auf einer langen Strecke auf der positiven 

Seite der Axe. Wir haben nun zu beweisen, dass beim An- 



^) Die im Texte erwähnten Abhandlungen befinden sich in dem 
ersten Bande von Lionville*s Journal (1836). 
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wachsen von v^ alle Werthe von ar, welche der Gleichung 
y = genügen, entsprechend an Grösse abnehmen. 

Es sei y die Ordinate einer zweiten Curve, welche die 
Bedingung : 

+ r"py' = o (2) 

erfüllt, ebenso wie die Bedingung, dass y' im Ausgangspunkt 
verschwindet; wir wollen weiter annehmen, dass v'^ etwas 
grösser wie v' ist. Durch Multiplication von (2) mit y und 
von (1) mit y\ durch Subtraction und Integration nach x zwi- 
schen den Grenzen und x^ erhalten wir, da y und y' beide 
mit X verschwinden: 

X 

b 

Setzen wir weiter voraus, dass x einem Punkte entspricht, 
wo y verschwindet und dass der Unterschied zwischen v'^ und 
v^ sehr klein ist, so erhalten wir schliesslich: 



X 



y'p- = dv^jQy^dx (4). 



Da das Glied rechter Hand von (4) wesentlich positiv ist, 

dy 
so giebt die Gleichung an, dass y' und -j^ dasselbe Vorzeichen 

j 

haben und dass daher, ob nun -~^ positiv oder negativ ist, t/' 

CvX 

stets dasselbe Vorzeichen hat wie das ist, nach dem sich y mit 
X ändert; oder in anderen Worten, der Werth von a?, für wel- 
chen y' verschwindet, ist kleiner wie der, für den y gleich 
Null wird. 

Eichten wir unsere Aufmerksamkeit auf den Theil der 
Curve, welcher zwischen x = und x = l liegt, so bleiben 
die Ordinaten beim Anwachsen von v^ überall positiv, bis ein 
gewisser Werth erreicht ist, den wir Vi^ nennen wollen. Die 
Function y ist nun in der Form identisch mit der ersten Nor- 
malfunction % einer Saite mit der Dichtigkeit 9, die in 
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und l befestigt ist, und hat nur in diesen Punkten Wurzeln. 
Wächst nun v^ weiter, so bewegt sich die erste Wurzel nach 
innen von x = l aus bis a? = hin, bis die Curve, wenn ein 
zweiter bestimmter Werth v^^ erreicht ist, die Axe wieder in 
dem Punkte x = l schneidet; sie stellt dann die zweite Normal- 
function % ^^.r. Diese Function hat daher zwischen x = 
und X ±=: l eine innere Wurzel und zwar eine einzige. In 
gleicher Weise erhalten wir entsprechend einem höhern 
Werthe v^^ die dritte Normalfunction u-^ mit zwei inneren 
Wurzeln und so weiter. Die wte Function w» hat daher genau 
n — 1 innere Wurzeln ; da ihr erster Differentialcoefficient nie- 
mals gleichzeitig mit der Function verschwindet, "so wird das 
Zeichen der Function jedesmal beim Passiren einer Wurzel 
geändert. 

Aus der Gleichung (3) geht hervor, dass wenn Ur und Ug 
zwei verschiedene Normalfunctionen sind, folgendes Integral 
besteht : 



f 



QUrUgdX = (5). 



Sturm fand einen schönen Satz über die Anzahl von 
Wurzeln einer Function , die durch Addition von einer end- 
lichen Zahl von Normalfunctionen abgeleitet ist. Ist Um die 
Coraponente der niedrigsten Ordnung und Un die der höchsten 
Ordnung, so hat die Function: 

f (x)=z(p^Um + (fm + l^m + 1 -\ + g^n^n . • . (6), 

worin ^m» 9m + 1, etc. willkürliche Constanten sind, wenigstens 
m — 1 und höchstens n — 1 innere Wurzeln. Die Enden 
bei X = und x = l entsprechen natürlich in allen Fällen 
Wurzeln. Der folgende Nachweis hat einige Aehnlichkeit mit 
dem von Liouville gegebenen, ist jedoch beträchtlich ein- 
facher und, wie ich glaube, nicht weniger streng. 

Nehmen wir an, dass f (x) genau ft innere Wurzeln be- 
sitzt (worunter eine beliebige Anzahl von gleichen Wurzeln 
sein kann), so kann die derivirte Functioii/' (x) nicht weniger 
wie /i -h 1 innere Wurzeln haben, da sich mindestens eine 
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Wurzel von f (x) zwischen jedem Paar aufeinander folgender 
Wurzeln von / (x) befinden muss , und die ganze Anzahl ' von 
Wurzeln von / («?) ja fi + 2 beträgt. In gleicher Weise sieht 
man , . dass mindestens (i Wurzeln von /" (x) zwischen den 
Enden, welche nothwendiger Weise selbst Wurzeln entsprechen, 
vorhanden sind. Beim Uebergang von f(x) zu/"(ä;) ist es daher 
unmöglich, dass irgend eine der Wurzeln verloren geht. Nun 
haben wir: 

= —Q (vJ%nUm + V^m + l^m + 1 W^ + 1 H h V„ V« W«) - (7), 

wie sich aus (1) ergiebt; daraus schliessen wir, da q stets 
positiv ist, dass: 

V^m(PmUm+ ^^,« + 1 ^^m + l «*»!» + 1 H h'^n^^Pn^n. . .(8) 

mindestens /* Wurzeln besitzt. 

Da (8) ein Ausdruck von derselben Form wie / (x) ist, so 
beweist weiter ein ähnliches Raisonnement, dass: 

wenigstens (i innere Wurzeln hat; derselbe Process kann, so 
weit man will, ausgedehnt werden. Auf diese Weise erhalten 
wir eine Reihe von Functionen, alle mit wenigstens ii inneren 
Wurzeln, welche sich von der ursprünglichen Function durch 
das continuirliche Anwachsen der relativen Bedeutung derCora- 
ponenten von den höheren Ordnungen unterscheiden. Wenn 
der Process weit genug getrieben ist , kommen wir schliess- 
lich zu einer Function, .deren Form so wenig, wie wir nur 
wünschen, von der der Normalfunction von der höchsten Ord- 
nung, d. i. «n, abweicht und welche daher n — 1 innere Wur- 
zel hat. Es folgt hieraus, dass, weil bei dem Passiren der 
Reihe von Functionen keine Wurzel verloren gegangen sein 
kann, die Anzahl der inneren Wurzeln von / (x) die Zahl n — 1 
nicht zu übertreffen vermag. 

Die andere Hälfte des Satzes wird auf eine ähnliche 
Weise bewiesen, indem man die Reihe der Functionen nach 
unten von/(a;) aus fortsetzt. Auf diese Weise erhalten wir; 
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9^m«*m + 



(Pm + l^m + 1 H h 



(fnUn 






Man kommt dabei schliesslich zu einer Function, welche der 
Form nach wesentlich mit der Normalfunction von der nie- 
drigsten Ordnung, d. i. Um zusammenfallt und daher m — 1 
innere Wurzeln hat. Da beim TJebergang von dieser Function 
aufwärts bis zu / {x) durch die obige Reihe von Functionen 
hindurch keine Wurzeln verloren gehen können, so folgt, dass 
/ (x) nicht weniger wie m — 1 Wurzeln hat; es muss aber 
wohl bedacht werden , dass jede beliebige Anzahl der m — 1 
Wurzeln unter einander gleich sein könijien. 

Wir wollen jetzt nachweisen, dass f(x) nur dann identisch 
gleich Null sein kann, wenn alle Coefficienten q)m verschwinden. 
Nehmen wir an, es sei q)r nicht gleich Null. Wir multipliciren 
(6) mit Q Ur und integriren in Bezug auf x zwischen den Gren- 
zen und Z. Dann ist nach (5): 



/ QUrf(x)dX = g)r I QUr^ dx 



(9); 



woraus wir sehen, dass, da das rechtsstehende Integral endlich 
ist,'/(aj) für alle in den' Integrationsbereich eingeschlossene 
Werthe von x nicht verschwinden kann. 

Liouville hatSturm's Theorem benutzt, um zu zeigen, 
wie eine Reihe von Normalfunctionen sich so zusammensetzen 
lässt, dass dieselbe ein beliebiges Zeichen in allen Punkten 
hat, welche zwischen x = und x =zl liegen. Seine Methode 
ist etwa die folgende. 

Die Werthe von a?, für welche die Function das Zeichen 
wechselt, seien a, 5, c, . . . und zwar seien es Grössen, die wir, 
ohne an Allgemeinheit zu verlieren, alle als ungleich annehmen 
dürfen. Wir wollen nun die Reihe der Determinanten: 



wi (a), ui (x) 



ins Auge fassen. 



ui (a). Ml (b), ui (x) 
Mg (a), «2 (b), % (x) 



etc. 
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Die erste ist eine lineare Function von Ui (x) und Wj (^) 
und hat daher nach Stur m's Theorem höchstens eine innere 
Wurzel, welche Wurzel offenbar a ist. Ueberdies ist die De- 
terminante nicht identisch gleich Null, da der Coefficient von 
1^ (x) d. i. Ui (a) nicht verschwindet, was für einen Werth a 
auch haben mag. Wir haben daher eine Function erhalten, 
welche ihr Zeichen in einem beliebigen Punkt a wechselt, und 
zwar kann a nur innerhalb liegen und dies ist das einzige Mal 
für einen innern Punkt. 

Die zweite Determinante verschwindet, wenn x=a ist, und 
wenn ic = b. Da sie nicht mehr wie zwei innere Wurzeln haben 
kann, ändert sie ihr Zeichen, wenn x durch diese Werthe hin 
durchgeht und hier nur allein. Der Coefficient von «3 (x) ist 
der von der ersten Determinante angenommene Werth, wenn 
0? =5 & ist und hat daher einen endlichen Werth. Daher ist 
die zweite Determinante nicht identisch gleich Null. 

Auf ahnliche Weise verschwindet die dritte Deteiminante 
der Reihe und wechselt ihr Zeichen, wenn a? = a, oder = 5, oder 
= c ist und zwar in diesen inneren Punkten allein. Der 
Coefficient von u^ (x) ist endlich, da er der Werth der zweiten 
Determinante ist, wenn x = c, ' 

Es ist klar, dass wir durch Fortsetzung des Verfahrens 
Functionen bilden können, die aus den Normalfunctionen zu- 
sammengesetzt sind und welche verschwinden und das Zeichen 
wechseln für jeden beliebigen Werth von x und an keinen 
anderen Stellen in dem Bereich von x = his x = l; oder in 
anderen Worten, wir können eine Function bilden, deren 
Zeichen über den ganzen Bereich von x = his x = l will- 
kürlich ist. 

Auf dieses Theorem gründete Liouville seinen Beweis 
für die Möglichkeit, eine beliebige Function zwischen x = 
dnd X = l durch eine Reihe von Normalfunctionen darzu- 
stellen. Nehmen wir diese Möglichkeit an und setzen: 

f(x) = (piUi(x) + (p2U2(x) + q)^ih(x) + , . (10), 

so werden die erforderlichen Werthe von g?i, 99 etc. durch (9) 
bestimmt; wir erhalten: 
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Ur(x) I QUr{x)f{x)dxi 1 QUr^(x)dX \ . . (11). 
) 

Bezeichnen mr die Reihe rechter Hand mit F {x\ so bleibt 
uns noch übrig , die Identität von / (rc) und F (x) nachzu- 
weisen. 

Multipliciren wir das rechtsstehende Glied von (11) mit 
QUr (x) und integriren dasselbe in Bezug auf x von x = bis 
oj = ?, so sehen wir, dass: 

/ QUr(x)F(x)dX = I QUr(x)f(x)dX, 
0. 

oder, wie wir ebenfalls schreiben können: 

i 

J{F(_x)—fix)]QUr(x)dx = . , . (12), 



worin Ur (x) irgend eine Normalfun ction ist. Aus (12) 
folgt, dass: 
i 

f {F{x)--f(x)] [A^uiix) + A^u^ix) + A^u^ix) + ...}pda;=0 . (13), 



worin die Coefficienten iii, A^ etc. willkürlich sind. 

Ist nun F (x) — / {x) nicht identisch gleich Null, so ist 
es möglich, die Constanten Jli, A^^ etc. der Art zu wählen, dass 

Ai Ui (x) -\- J.2 1*2 (^) "I überall dasselbe Zeichen wie F(x) — 

/ (x) hat, in welchem Falle jedes Element des Integrales posi- 
tiv wäre und Gleichung (13) nicht richtig sein könnte. Es 
folgt hieraus, dass F (x) — f (x) sich von Null nicht unter- 
scheiden kann, oder dass die Reihe der Normalfunctionen, 
welche das rechtsstehende Glied von (11) bildet, für alle Werthe 
von X von a; = bis a; = Z identisch mit / (x) ist. 

Die Argumente und Resultate dieses Abschnittes sind 
natürlich auf den besonderen Fall einer gleichförmigen Saite 
anwendbar, für welche die Normalfunctionen Kreisfuuctionen 
werden. 
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143. Wenn die Schwingungen einer Saite nicht auf eine 
Ebene beschränkt sind, so ist es gewöhnlich zweckmässiger, 
dieselben in zwei Sätze von Schwingungen in senkrecht auf 
einander stehenden Ebenen aufzulösen, die dann unabhängig 
von einander behandelt werden können. Es giebt indessen 
einen hierhin gehörigen, einer vorübergehenden Erwähnung 
werthen Fall, in welchem die Bewegung ohne Auflösung leich- 
ter begriffen und behandelt wird. 

Nehmen wir an, dass: 



(1). 



. 8JtX 2S7tt 

y =1 Stn -rr- COS 

l X 

. snx . 28Jtt 
z = 8%n — T- sin 

l X 

Dann ist: 

r — ]/y^^z^= sin ^ (2) 

V 

und 

z : y = tang . (3). 

Diese Gleichungen zeigen , dass die ganze Saite in jedem Mo- 
ment sich in einer Ebene befindet, die sich gleichförmig um- 
dreht, und dass jedes Theilchen einen Kreis mit dem Radius 

STC X 

sin — ^ beschreibt. In der That dreht sich das ganze System 

ohne relative Verschiebung um seine Gleichgewichtslage, wobei 
jede Umdrehung in der Zeit r : s vollendet wird. Das Mecha- 
nische dieses Falles ist ebenso einfach, als wenn die Bewegung, 
auf eine Ebene beschränkt ist, da jetzt die Resultante der Span- 
nungen, die auf die Enden eines jeden kleinen Theiles der 
Saitenlänge wirken, durch die Qentrifugalkraft balancirt wird. 

144. Die allgemeine Differentialgleichung für eine gleich- 
förmige Saite, d. i.: 

dT^ — '^dx^ ^ ^' 

kann durch eine Aenderung der Vlariabeln transformirt wer- 
den in: 

Bayleigh, Theorie des Schallei. IQ 
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f^ = • (2), 

au dv 

worin u = x — at, v =s^ x + at Die allgemeine Lösung von 

(2) ist: 

y =/(u) +F(v)=f(x - at) + F(x + at). . . (3), 

wobei / und F zwei willkürliche Functionen sind. 

Wir wollen zunächst den Fall betrachten, wo F verschwin- 
det. Bei jedem beliebigen Werth von t stellt die Gleichung : 

y=f{x^at) (4), 

welche die Beziehung zwischen x und y wiedergiebt, die Form 
der Saite dar. Ein Wechsel in dem Werth von t ist nur gleich- 
bedeutend mit einer Aenderung des Ausgangspunktes der a?, 
so dass (4) angiebt, dass eine gewisse Gestalt der Saite« 
längs d«r Saite mit gleichförmiger Geschwindigkeit a in der 
positiven Richtung fortgepflanzt wird. Welches auch der Werth 
von y in dem Punkte x und zur Zeit t sein mag, denselben 
Werth wird y im Punkte x •\- a ^t zur Zeit t -\- ^t haben. 

Die solcher Art verewigte Form kann jede mögliche sein, 
so lange dieselbe die Beschränkungen, von welchen (1) ab- 
hängt, nicht verletzt. 

Wenn die Bewegung in der Fortpflanzung einer Welle nach 
der positiven Richtung besteht, so herrscht in jedem Punkte 
eine gewisse Beziehung zwischen der Neigung der Saitencurve 
und der Geschwindigkeit. Diflerentiren wir (4), so finden wir: 

11 = -^""Tx ^^^' 

Im Anfang können sowohl -tt als -7- willkürlich gegeben 
• at ax 

sein; wenn indess die obige Beziehung nicht erfüllt ist, so kann 

die Bewegung nicht durch (4) dargestellt werden. 

Auf gleiche Weise stellt die Gleichung: 

y = F(x + at) (6) 

die Fortpflanzung einer Welle in der negativen Richtung 

dar; die (5) entsprechende Beziehung zwischen -^ und ;— 

at (ix 

lautet : 
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t=4r w: 

In dem allgemeinen Fall besteht die Bewegung in der 
gleichzeitigen Fortpflanzung von zwei Wellen mit der Ge- 
schwindigkeit a, die eine nach der positiven, die andere nach 
der negativen Richtung; diese Wellen sind ganz unabhängig 

von einander. Bei der ersten ist -rr = — a -7^ und bei der 

dt ax 

äp dp —, . j, , dy ^ dy 

zweiten -^ = a -7^. Die Anfangswerthe von -~ und -r^ 

dt dx dt dx 

muss man sich in zwei Theile getheilt denken, welche resp. den 
Relationen (5) und (7) genügen. Die erste bildet die Welle, 
welche in der positiven Richtung ohne Gestaltsänderung vor- 
wärts eUt; die zweite bildet die negative Welle. Im Anfang ist: 

f{x)^I' (X) = ^ 



f(,)-r(x) = -\f^ 



h 



woraus 



^^''^-2\dx a dt) 

^ ^^'^ 2 \dx ^ a dt) 

Diese Gleichungen bestimmen die Functionen /' und F für 
alle Werthe des Argumentes von rr = — 00 bis a; = -j- oo , so- 
bald die Anfangswerthe von -— und -^ bekannt sind. 

Ist die Störung aus der Gleichgewichtslage ursprünglich 
auf einen endlichen Theil der Saite beschränkt, so trennen sich 
die positiven und negativen Wellen nach Verlauf eines Zeitrau- 

Fig. 23. 



+ 



Q B O A P 

mes, gleich demjenigen, welcher für jede Welle erforderlich ist^ 
um die Hälfte des ii^Bewegung gesetzten Theiles zu durchlaufen. 

16* 
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Nehmen wir z. B. an, dass AB der anfangs bewegte 
Theil der Saite ist Ein Punkt P auf der positiven Saite 
bleibt so lange in Ruhe, bis die positive Welle von A nach P 
vorgeschritten ist, wird dann während des Durchganges der 
Welle aus der Gleichgewichtslage herausbewegt und bleibt 
hernach immer in Ruhe. Die negative W^lle berührt P über- 
haupt nicht. Aehnliches lässt sich muttttis rmäa/ndis von einem 
Punkt Q auf der negativen Saite von AB sagen. Ist der Cha- 
rakter der ursprünglichen Störung der Art, dass im Anfange 

-^ -^ verschwindet, so ist überhaupt keine positive Welle 

vorhanden , und der Punkt P wird dann niemals aus seiner 

Ruhe aufgestört. Verschwindet im Anfange t^ H — 17 ^ ^^ 

ist keine negative Welle vorhanden. Verschwindet anfangs 

nur — , so sind die positive und die negative Welle einander 

ähnlich und gleich, und dann kann keine von beiden verschwinden. 
In den Fällen, wo eine der beiden Wellen verschwindet, kann 
man dies so auffassen, als wenn das Ausfallen dieser Welle von 
der gegenseitigen Zerstörung zweier Wellencomponenten her- 
rührt, von denen die eine von den Anfangsverschiebungen, und 
die andere von den Anfangsgeschwindigkeiten abhängt Auf 
der einen Saite addiren sich diese beiden Wellen und auf der 
andern zerstören sie sich gegenseitig. Hierdurch erklärt sich 
das scheinbare Paradoxon, dass P weder früher noch später, wie 
A B in Bewegung gesetzt ist, von dieser Bewegung ergriffen 
wird. 

Die nachfolgende Bewegung einer Saite, die anfangs ohne 
Geschwindigkeit aus dem Gleichgewicht gebracht ist, kann 
leicht durch graphische Methoden dargestellt werden. Da die 
positive und negative Welle einander gleich sind, so reicht es 
hin, die ursprüngliche Störung in zwei gleiche Th^ile zu theilen, 
dieselben um eine Strecke gleich a^ zu verschieben, den einen 
nach rechts, den andern nach links, und dann dieselben wieder 
zusammenzusetzen. Wir wollen gleich diese Methode auf den 
Fall einer gezupften Saite von endlicher Länge anwenden. 
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145. Schwingungen werden stationäre genannt, wenn 
die Bewegung eines jeden Theilchens des Systems proportional 
irgend einer, für alle Theilchen gleichen Function von der Zeit 
sind. Wenn wir der Gleichung: 

^ = a^ : (1) 

zu genügen wünschen dadurch, dass wir y = XT nehmen, wo 
X eine Function von x allein und T eine Function von t allein 
ist, so haben wir : 

l d^T 1 d^X 



so dass: 



Td(aty Xdx^ 



= m^ (eine Constante), 



(2); 



T = Äcosmat + Bsinmat 

> • • . • • ^ 

X = Gcos mx -f- Bsin mx 

ein Beweis dafür, dass die Schwingungen einfach harmonisch 
sein müssen, wenn auch mit willkürlicher Periode. Der Werth 
von y kann geschrieben werden: 

y = Pcos (mat — b) cos (mx — a) 
= ~ Pcos (mat + ♦wrr — e — a) 

+ -■ Pcos (mat — mx — f + a) . . . (3). 

Diese Gleichung zeigt, dass die allgemeinste Art von statio- 
närer Schwingung so angesehen werden kann , als wenn sie 
von derUebereinanderlagerungvon gleichen vorwärts schreiten- 
den Schwingungen herrühren, deren Fortpflanzungsrichtungen 
einander entgegengesetzt sind. Umgekehrt können zwei 
stationäre Schwingungen in eine progressive zusammengesetzt 
werden. 

Die Lösung y =f (x — at) ■}- F (x + at) ist zunächst 
nur auf eine unendlich lange Saite anzuwenden; sie kann aber 
der Art interpretirt werden, dass sie in bestimmten Fällen auch 
die Lösung des Problems für eine endliche Saite giebt. Wir 
wollen z. B. annehmen, dass die. Saite in a? = endigt, und 
dort festgehalten wird, während sie sich nur in der positiven Rich- 
tung unendlich lang erstreckt So lange nun der Punkt a;=0 



\ 
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wirklich in Buhe bleibt, ist es gleichgültig, ob die Saite nach der 
negativen Seite hin verlängert ist oder nicht. Wir werden'^ daher 
dazu geführt, die gegebene Saite so aufzufassen, als wenn dieselbe 
einen Theil einer doppelt unendlich langen Saite bildet, und auf- 
zusuchen, ob und wie dann die Anfangsverschiebungen und Ge- 
schwindigkeiten auf der negativen Saite der Art gewählt werden 
können, dass während der nachfolgenden Bewegung überhaupt 
keine Verschiebung bei x = eintritt. Die Anfangswerthe von 
y und p auf der positiven Seite bestimmen die entsprechenden 
Theile der positiven und negativen Wellen, in welche, wie wir 
wissen, die ganze Bewegung aufgelöst werden kann. Die 
erstere hat keinen Einfluss auf den Punkt x = 0. Auf der 
negativen Seite stehen im Anfange die positive und negative 
Welle zu unseret Disposition, mit der letzteren haben wir aber 
nichts zu thun. Unsere Aufgabe ist die positive Welle auf 
der negativen Seite so zu bestimmen, dass dieselbe in Ver- 
bindung mit der gegebenen negativen auf der positiven Seite 
des Anfangspunktes diesen Punkt ungestört lässt. 

Es sei OPQiiS . . . die Linie (von irgend welcher Ge- 
stalt), welche die Welle in OX darstellt, die in der negativen 
Richtung vorwärts schreitet. 

Fig. 24. 




Es ist klar, dass die Anforderungen des vorliegenden 
Falles erfallt werden, wenn man auf der andern Seite von O 
eine Welle nimmt, die die entgegengesetzte Welle genannt 
werden kann, nämlich eine der Art, dass das geometrische 
Centrum ist, welches jede durch diesen Punkt hindurchgehende 
Sehne (wie etwa PF) in zwei gleiche Hälften trennt Ana- 
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lytisch heisst das : wean y =f(x) die Gleiohung von OF QMS . . . 
ist, so ist — y =f ( — a;) die Gleichung von OP Q^R S> . , . . 
Wenn nun nach einer Zeit t die Curven nach links und rechts 
vorwärts geschoben sind, resp. um eine Strecke at^ so sind die 
der Abscisse x = entsprechenden Coordinaten nothwendiger 
Weise gleich und einander entgegengesetzt, und geben daher 
nach ihrer Zusammensetzung eine resultirende Verschiebung 
gleich Null. 

Die Wirkung der Gebundenheit in kann daher dadurch 
dargestellt werden, dass man annimmt, die negative Welle be- 
wegt sich ungestört durch hindurch, zu gleicher Zeit geht 
dann aber eine positive Welle von aus. Diese reflectirte 
Welle kann zu jeder Zeit aus ihrer Ursprungswelle nach der 
folgenden Regel gefunden werden. 

Es sei ÄPQRS . . . die Lage der Ursprungswelle. Dann 
ist die reflectirte Welle die Lage, welche diese Welle anneh- 

Fig. 25. 

lY 




men würde, wenn dieselbe um zwei rechte Winkel gedreht 
würde, zuerst um OX als Drehungsaxe und dann um denselben 
Winkel um Y, In anderen Worten: die zurückkehrende 
Welle ist das Bild von APQBS^ welches durch successive 
optische Reflexion an den als ebene Spiegel angesehenen OX 
und Y gebildet wird. 

Dasselbe Resultat kann auch auf einem mehr analyti- 
schen Wege erhalten werden. In der allgemeinen Lösung; 

y=f{x — aO + JP(« + at) 
sind die Functionen /(^f), F{z) durch die Anfangsbedingungen 
für alle positiven Werthe von z bestimmt. Die Bedingung bei 
0? = erfordert, dass : 

f{—at) + F{at) = 
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für alle positiven Werthe von t oder: 

fiir alle positiven Werthe von e. Die Functionen / und F sind 
also für alle positiven Werthe von x und t bestimmt 

Wir finden jetzt keine Schwierigkeit mehr, wenn wir den 
Verlauf der Dinge skizziren wollen , die eintreten beim Fest- 
halten von zwei Punkten .4 und J? der Saite. Die anfön gliche 
Störung in AB theilt sich selbst in eine positive und eine nega- 
tive Welle, die zwischen den festen Punkten rückwärts und 
vorwärts reflectirt werden, und ihren Charakter bei jeder Re- 
flexion ändern, das heisst aus positiven negative werden und 
vice versa. Nach einer geraden Zahl von Reflexionen ist die 
ursprüngliche Form und Gestalt in jedem Fall wieder her- 
gestellt. Der Vorgang wird in der Vorstellung am leichtesten 
verfolgt, wenn die anfangliche Verschiebung auf einen kleinen 
Theil der Saite beschränkt bleibt, und noch specieller, wenn 
der Charakter der Verschiebung der Art ist, dass dadurch eine 
Welle entsteht, welche sich nur nach einer Richtung fort- 
pflanzt. Der Anstoss läuft mit gleichförmiger Geschwindig- 
keit (a) längs der Saite hin und zurück; nachdem er zum 
zweiten Mal zu seinem Ausgangspunkt zurückgekehrt ist, 
hat sich der ursprüngliche Zustand genau wieder hergestellt. 
Die Periode der Bewegung ist also die ^eit, welche der An- 
stoss nöthig hat, um die Länge der Saite zweimal zu durch- 
laufen, oder: 

21 
r = ~ (1). 

Dasselbe Gesetz hat augenscheinlich noch Gültigkeit, wel- 
ches auch der Charakter der ursprünglichen Störung sein mag; 
nur in dem allgemeinern Fall, wo die ursprüngliche Erschüt- 
terung sich nach zwei Seiten zugleich fortpflanzt, kann es vor- 
kommen, dass die kürzeste Periode des Rücklaufes irgend 
ein aliquoter Theil von r ist 

146. Die Methode der letzten Abschnitte kann mit Vor- 
theil auf den Fall einer gezupften Saite angewandt werden. 
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Da die ÄDfangsgeschwindigkeit verschwindet, so gehört die 
Hälfte der Verschiebung der positiven, und die andere Hälfbe 
der negativen Welle an. Die Art und Weise, wie die Welle 
ergänzt werden muss, um dieselbe Wirkung wie die Ge- 
bundenheit zu erzielen, zeigt sich in der Figur, in; welcher 

Fig. 26. 





f 



die obere Curve die positive Welle und die untere die ne- 
gative Welle in ihren Anfangslagen darstellt Um die Ge- 
stalt der Saite in jedem späteren Zeitmoment zu finden, 
müssen die Curven über einander gelagert werden, nachdem 
die obere nach rechts und die untere nach links, beide um 
die Strecke at^ verschoben sind. 

Die resultirende Curve wird wie ihre Componenten von 
geraden Stücken gebildet. Eine Aufeinanderfolge von sechs 
in Intervallen von ein Zwölftel einer Periode auf einander fol- 
genden Gestalten der gezupften Saite, welche den Verlauf der 
Schwingung wiederspiegeln, findet sich in der Fig. 27 a. f. S., 
die Helmhol tz entliehen ist. 

Von Q kehrt die Saite wieder in den Zustand Ä zurück 
rückwärts durch dieselben Stadien, welche in der Figur ge- 
zeichnet sind ^). 



^) Diese Methode, die Schwingung einer gezupften Saite zu be- 
handeln, verdanken wir Youug. Fhü. Trans. 1800. Dem Leser 
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Es ist zu beachten , dass die Neigung der Saite an den 
zwei XJnterstütznngspunkten zwischen zwei constanten Wertben 
abwechselt. 

Fig. 27. 








147. Wird zur Zeit t in dem Punkte x einer unendlich 
langen Saite eine kleine Störung hervorgebracht, so wird die 
Wirkung hiervon in erst nach dem Verlauf der Zeit x : a 
gefühlt, und ist in jeder Hinsicht dieselbe, als wenn eine gleiche 
Störung im Punkte x -^ Ax zur Zeit t — Ax : a erfolgt 
Nehmen wir nun an, dass der Saite gleiche Störungen in Zeit- 
intervallen r in Punkten ertheilt werden, deren Abstände von 
jedes Mal um a 8t wachsen, so ist es klar, dass die Wir- 
kung in dieselbe ist, als wenn alle Störungen in einem 
Punkte erfolgt wären, vorausgesetzt, dass das Zeitintervall 
zwischen zwei auf einander folgenden Störungen von r auf r + 8z 



wird empfohlen, fdch mit derselben selbst vertraut zu machen, da- 
durch, dass er wirklich die Gestalten von Fig. 27 constroirt. 
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gewachsen wäre. Diese Bemerkung enthält die Theorie der 
Aenderung der Tonhöhe, welche von der Bewegung der 
Störungsquelle herrührt: ein Gegenstand, der uns in Verhin- 
dung mit Luftschwingungen wieder begegnen wird. 

148. Muss ein Punkt einer unendlich langen Saite er- 
zwungene Schwingungen ausführen, so gehen von demselben 
nach beiden Seiten Wellenzüge aus nach Gesetzen, die leicht 
aufzusuchen sind. Wir wollen annehmen, dass der Coordina- 
tenanfangspunkt der Ort der Erregung ist, und dass die Saite 
dort durch Zwang die Bewegung y = Äe^P* ausfahre. Es 
reicht hin, die positive Seite ins Auge zu fassen. Widersteht 
der Bewegung eines jeden Elementes ds die Reibungskraft 
n^ds^ so lautet die Differentialgleichung: 

oder da y oc c^^': 

wenn wir der Kürze halber A^ statt des Coefficienten von y 
schreiben. 

Die allgemeine Lösung ist: 

y = { Cß-^^ 4- De + ^-^je^p«. ..... (3).. 

Da nun y nach der Annahme in einer unendlichen Ent- 
fernung verschwindet, so muss D verschwinden, wenn der 
reelle Theil von k positiv genommen wird. Es sei: 

X = a -\- iß, 

wo et positiv ist. 

Dann ist die Lösung: 

y = Ae-(« + *ß^^ + ip* •. . (4), 

oder, indem man den imaginären Theil weglässt: 

y = Äe-^"" cos (pt — ßx) (5), 

entsprechend der erzwungenen Bewegung im Anfangspunkt: 
y = Äcospt (6). 
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Es kann natürlich zu t eine willkürliche Constante hinzu- 
gefügt werden. 

um a und ß zu bestimmen, haben wir: 

„,_^.= ^|; 2«/J = ^-? (7). 

Nehmen wir an, dass x klein ist, so wird: 
und: 



ß = —, 06 = -- nahezu 



y = Ae ^a'eosypt xj (8). 

Diese Lösung zeigt, dass eine Welle längs der Saite fort- 
gepflanzt wird, deren Amplitude vermöge des Werthes des 
Exponentialfactors wenig abnimmt. Ist x = 0, so verschwin- 
det dieser Factor, und wir haben einfach: 

y = Äcos(pt—^j (9). 

Dieses Resultat steht im Gegensatz zu dem allgemeinen Ge- 
setz, dass die erzwungenen Schwingungen eines Systems (welche 
durch eine einfache harmonische Function hervorgerufen wer- 
den) überall in Bezug auf die Phase synchron sein müssen, 
wenn keine Reibung vorhanden ist. Gemäss derGliechung (9) 
ändert sich im Gegentheil die Phase continuirlich längs der 
Saite beim Uebergang von einem Punkt zum andern. Das 
wirkliche Sachverhältniss ist das, dass wir nicht die Freiheit 
besitzen, x = in (8) anzunehmen, um so mehr nicht, da diese 
Gleichung unter der Voraussetzung erhalten wurde, dass der 
reelle Theil von A in (3) positiv und nicht gleich Null ist Wie 
lang eine endliche Saite auch sein mag , man kann den Rei- 
bungscoefficienten so klein nehmen, dass die Schwingungen, 
bevor sie das andere Ende erreichen, nicht durch Dämpfung 
verschwinden. Von diesem kleinen Werthe der Reibung ab- 
wärts fangen reflectirte Wellen an, das Resultat zu compliciren; 
wenn die Reibung auf unendlich wenig reducirt ist, muss eine 
unendliche Reihe solcher reflectirter Wellen in Bechnung ge- 



DÄMPFUNG VON FÖÄTSOHBEITBNDBN WELLEN. 253 

zogen werden and diese ergeben dann eine resultirende Bewe- 
gung, welche überall dieselbe Phase hat. 

Dieses Problem kann für eine Saite, deren Masse in gleich 
weit abstehenden Punkten concentrirt gedacht wird, nach der 
Methode des §. 120 gelöst werden. Man kann die Coordinate 
^1 als gegeben annehmen (= Äe*P*); man findet dann, dass 
das Gleichungssystem (5) erfüllt wird, wenn man setzt: 

worin d' eine complexe Constante ist, die durch eine quadrati- 
sche Gleichung bestimmt wird. Das Resultat für eine conti- 
nuirliche Saite lässt sich dann hinterher ableiten. 



Siebentes Capitel. 

Longitudinal- und Torsionssoliwiiiguiigen 

von Stäben. 

149. Das System, welches der Saite an Einfachheit zu- 
nächst kommt, ist der Stab, unter welchem Ausdruck gewöhn- 
lich in der Akustik eine Materienmenge von gleichmässiger 
Substanz und verlängerter cylindrischer Gestalt verstanden 
wird. An den Enden wird der Cylinder abgeschnitten durch 
Ebenen, die senkrecht zu den erzeugenden Linien sind. Die 
Schwerpunkte der transversalen Querschnitte liegen auf einer 
geraden Linie, welche die Axe genannt wird. 

Es giebt drei Arten unter den Schwingungen eines Stabes: 
die Longitudinal-, Torsions- und Transversal- (seitlichen) 
Schwingungen. Von diesen sind die letzten die wichtigsten, 
zugleich aber für die Theorie auch die schwierigsten. Diesel- 
ben werden in dem nächsten Capitel f&r sich betrachtet und 
sollen hier nur in so weit erwähnt werden, als es zur Ver- 
gleichung und zum Gegensatze mit den beiden anderen Arten 
von Schwingungen nöthig ist. 

Longitudinalschwingungen sind solche, bei welchen die 
Axe unbewegt bleibt, während die transversalen Querschnitte 
in Richtungen senkrecht zu ihren Ebenen hin upd zurück be- 
wegt werden können. Die bewegende Kraft ist der Wider- 
stand, welchen der Stab einer Ausdehnung oder Verdichtung 
entgegensetzt. 
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Eine Eigenthümlichkeit dieser Olasse von Schwingungen 
springt sofort ins Auge. Da die Kraft, welche nothwendig ist, 
um einen Stab um ein Bestimmtes auszudehnen, proportional 
dem Querschnitt ist, während die bewegte Masse dersel]>en 
Grösse proportional ist, so folgt, dass bei einem Stabe von be- 
stimmter Länge und bestimmtem Material die Schwingungs- 
dauer und die Schwingungsarten von der Grösse und der Ge- 
stalt des Querschnitts unabhängig sind. 

Ein gleiches Gesetz ergiebt sich, wie wir gleich sehen 
werden, bei Torsionsschwingungen. 

Anders ist es, wenn die Schwingungen transversale sind. 
Die Schwingungsdauer ist in der That dann unabhängig von 
der Dicke des Stabes in der senkrecht zur Bewegungsebene 
stehenden Richtung; aber die bewegende Buraft in diesem Falle, 
d. i. der Widerstand gegen die Biegung, wächst schneller, 
wie die Dicke in der Biegungsebene, und daher ist ein An- 
wachsen der Dicke von einer Erhöhung des Tones begleitet 

Bei longitudinalen und transversalen Schwingungen sind 
die zu beachtenden mechanischen Ponstanten: die Dichte des 
Materials und der Werth von Young's Modul (Elasticitäts- 
modul). Für kleine Ausdehnungen (oder Zusammendrückun- 
gen) gilt Hooke's Gesetz, nach welchem die Spannung sich 
wie die Ausdehnung ändert. Wird die Dehnung, d. i.: 

wirkliche Länge — natürliche Länge 
natürliche Länge ' 

£ genannt, so haben wir T=gß, wo gYoung's Elasticitäts- 
modul und T die Spannung bedeutet, welche auf der Flächen- 
einheit nothwendig ist, um die Dehnung s hervorzubringen. 
Young's Elasticitätsmodul kann daher als die Krai% definirt 
werden, welche einen Stab von der Querschnittseinheit angrei- 
fen muss, um die Länge desselben<zu verdoppeln, vorausgesetzt, 
dass Hooke's Gesetz für so grosse Dehnungen gültig bleibt; 
die Dimensionen dieses Moduls sind daher die einer Kraft, divi- 
dirt durch eine Fläche. 

Die Torsionsschwingungen hängen ebenso von einer zwei- 
ten elastischen Constanten (i ab, deren Erklärung an dem 
geeigneten Orte ins Auge gefasst werden wird. 
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Wenn auch theoretisch die drei Classen von Schwingun- 
gen, welche von dem Widerstände resp. gegen Dehnung, Tor- 
sion und Biegung abhängen, ganz von einander verschieden 
sind, und auch unabhängig, so lange wie die Quadrate der 
einzelnen Zwange, die die Verschiebungen bewirken, vernach- 
lässigt werden können, so ist es doch bei Stäben, welche weder* 
im Materiale gleichförmig, noch genau cylindrisch in der Ge- 
stalt sind, häufig unmöglich, longitudinale oder Torsionsschwin- 
gungen ohne die Begleitung von einem gewissen Maasse von 
transversaler Bewegung zu erregen. In Stäben von gewöhn- 
lichen Dimensionen ist die tiefste transversale Bewegung viel 
tiefer, wie die tiefste Longitudinal- oder Torsionsbewegung, und 
folgerichtig wird es im Allgemeinen eintreten, dass der Grund- 
ton von jeder der beiden letzten Arten in der Tonhöhe mehr oder 
weniger vollkommen mit irgend einem Oberton der ersten Art 
übereinstimmt. Unter solchen Umständen werden die regulären 
Schwingungsarten labil, eine kleine Unregelmässigkeit kann 
eine grosse Wirkung hervorrufen. Die Schwierigkeit, reine 
Longitudinalschwingungen in einem Stabe hervorzurufen, ist 
ähnlich der, mit welcher man zu kämpfen hat, wenn man eine 
Saite zum Schwingen in einer Ebene bringen will. 

Nach dieser Auseinandersetzung können wir nun weiter 
dazu übergehen, die drei Classen von Schwingungen unabhän- 
gig von einander zu betrachten , indem wir mit longitudinalen 
Schwingungen beginnen, da diese in der That keine mathe- 
matischen Fragen, ausser den in den vorhergehenden Capiteln 
schon behandelten, aufwerfen. 

150. Wird ein Stab durch eine parallel seiner Länge 
wirkende Kraft gedehnt, so ist die Ausdehnung im Allgemei- 
nen von einer seitlichen Contraction von der Art begleitet, 
dass die Volumvergrösserung geringer ist, als wenn die Ver- 
schiebung eines jeden Theilchens parallel zur Axe geschähe. 
Bei einem kurzen Stabe und einem nahe der cylindrischen 
Grenzfläche gelegenen Theilchen ist die transversale Bewegung 
an Grösse mit der longitudinalen Bewegung vergleichbar und 
darf nicht ohne das Risico eines beträchtlichen Irrthums über- 



ALLGEMEINE DIFFERENTIALGLEICHUNG. 257 

Beben werden. Wo aber em Stab, dessen Länge gross im 
Yerhältniss zu den Lineardimensionen seines Querschnittes ist, 
einer dehnenden Kraft von überall demselben Vorzeichen aus- 
gesetzt ist, vergrössert sich die longitudinale Bewegung; daher 
kann bei gewöhnlichen Stäben, welche in den tieferen Schwin- 
gungsarten longitudinal schwingen, die Trägheit der seitlichen 
Bewegung vernachlässigt . werden. Ueberdies werden wir 
später sehen, auf welche Weise sich eine Correction einführen 
lässt, falls dieselbe doch noch erforderlich sein sollte. 

Der Abstand der Partikelchen, welche in irgend einem 
Querschnitt liegen, von der Gleichgewichtslage des einen Endes 
sei X für den Fall, dass der Stab nicht gedehnt ist, weder unter 
Wirkung einer permanenten Spannung noch als Resultat von 
Schwingungen; | sei die Verschiebung, so dass die wirkliche 
Lage durch o? + | gegeben wird. Wenn die Gleichgewichts- und 
die wirkliche Lage einer benachbarten Schicht respective sind 

x-\- dx und x-^ dx + ^ H" J^ ^^> ®^ ^^ ^® Verlängerung 

T— . Daher haben wir, wenn T die auf der Flächeneinheit 
dx ' 

senkrecht zum Querschnitt wirkend^ Spannung ist: 

^='r. »■ 

Fassen wir jetzt die Kräfte ins Ange , welche auf die von 
X und X -^^ Sx begrenzte Scheibe wirken. Ist der Querschnitt 
gleich G}, so wird nach (1) die Spannung in x gegeben durch 

QCD —; dieselbe wirkt in der negativen Richtung. Die Span- 
nung ia X'\- öx ist: 



qcn 




^ dx^ )' 



und wirkt in der positiven Richtung. Daher ist die auf die 
Scheibe wirkende Kraft, welche von den anliegenden Theilen 
herrühi*t, im Ganzen: 

ao — ^ oflj. 
^ dx'^ 

Bayleigh, Theoxie des SohaUee. Yl 
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Die Masse des einz^nen Elementes ist qcoSx^ wenn q 
die ai*sprüngliche Dichtigkeit. Daher lautet, wenn X die auf 
das Element wirkende beschleunigende Kraft ist, die Gleichung 
ftlr das Gleichgewicht: 

^ + 10 = » 

In dem Folgenden wird es nicht erforderlich sein, die 
Einwirkung einer äussern Kraft ins Auge zu fassen. 

Um die Bewegungsgleichung zu finden, haben wir nur X 

durch die Reaction gegen die Beschleunigung — | — zu ersetzen. 
Führen wir dann nur noch ein a^ = g : ^, so erhalten wir: 

^=-S ")• 

Diese Gleichung hat dieselbe Form, wie die, welche auf 
die Transversalverschiebungen einer gedehnten Saite anwend- 
bar ist und giebt die ungestörte Fortpflanzung der Wellen 
jeder Art in der positiven und negativen Richtung an. Die 
Geschwindigkeit a bezieht sich auf den un gedehnten Zustand 
des Stabes; die wirklich auftretende Geschwindigkeit, mit 
der eine Störung fortgepflanzt wird, ist in dem Verhältnisse 
der gedehnten und ungedehnten Längen irgend eines Theiles 
des Stabes grösser. Dieser Unterschied hat eine materielle 
Wichtigkeit nur im Falle einer dauernden Spannung. 

151. Für die wirkliche Grösse der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit haben wir: 

a^ =1 q : Q = g[(o : Q cjy 

welches das Verhältniss der ganzen, zur Verdoppelung der 
Stablänge (nach Hooke's Gesetz) nöthigen Spannung und 
der Längsdichtigkeit ist. Wenn derselbe Stab mit der ganzen 
Spannung T gedehnt und biegsam wäre, so würde die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der Wellen längs desselben sein: 

V(T:q(o) (wie bei der Saite). Damit also in beiden Fällen 
die Geschwindigkeit dieselbe ist, muss T gleich q o sein , oder 
in anderen Worten: die Spannung muss die sein, welche 



\ 



GESCHWINDIGKEIT BEIM StAHL. 259 

theoretisch nothwendig ist, um die Länge zu verdoppeln. Die 
Töne von longitudinal schwingenden Stäben sind daher sehr 
hoch im Vergleich mit den Tönen, welche man von Saiten von 
annähernd derselben Länge erhält. 

Beim Stahl beträgt der Werth von q etwa 22 . 10^ Gramm ' 
Gewicht per Quadratcentimeter. Um dieses in absoluten Kraft- 
einheiten nach dem C. G. S.^)-System auszudrücken, müssen 
wir den betreffenden Werth mit 980 multipliciren. Li dem- 
selben System ist die Dichtigkeit des Stahls (identisch mit 
dem specifischen Gewicht desselben in Bezug auf Wasser) 7,8. 
Daher haben wir fiir Stahl: 



a=Y- 



980 . 22 . 10» ^n^^^^ 
tz-. = 530 000 



7,8 

angenähert. Dieser Werth sagt aus, dass die Geschwindigkeit 
jdes Schalles im Stahl ungefähr 530000 Centimeter in der Se- 
cunde ist, oder 16 Mal grösser, wie die Geschwindigkeit in der 
Luft. Im Glase ist die Geschwindigkeit ungefähr dieselbe wie 
im Stahl. 

Es muss erwähnt werden, dass der durch statische Expe- 
rimente ermittelte Werth von q nicht genau derjenige ist, 
welcher hier benutzt werden musste. Wie bei den Gasen, 
welche in einem spätem Capitel behandelt werden, sind die 
raschen Zustandsänderungen , die bei der Fortpflanzung des 
Schalles mit einbegriffen sind, mit Wärmewirkungen verbun- 
den. Eine Wirkung hiervon ist die, dass der wirkliche Werth 
von q grösser wird, wie der, welchen man aus Beobachtungen, 
die über die Ausdehnung bei constanter Temperatur angestellt 
werden, erhält. Indess sind die vorhandenen Versuchsdaten 
noch nicht genau genug , um diese Correction bei festen Kör- 
pern von irgend einem Einfluss zu machen. 

152. Die Lösung der allgemeinen Gleichung für dieLon- 
gitudinalschwingungen eines unbegrenzten Stabes, nämlich: 

l=f{x -^ at) + F(x + at\ 



^) Centimeter, Granun, Secunde. Dieses System wiude auch von 
einem Comit^ der British Association empfohlen. Brit. Ass. Beport, 1873. 

17* 
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braucht nicht weiter betrachtet zu werden, da sie dieselbe, 
wie die auf eine Saite anwendbare, ist. 

Sind beide Enden eines Stabes frei, so ist natürlich 
keine permanente Spannung vorhanden, ausserdem findet sich 
an den Enden selbst auch keine vorübergehende Spannung. 
Die Bedingung für ein freies Ende lautet daher: 

Um die Normalschwingungsarten zu bestimmen, müssen 
wir annehmen, dass sich | wie eine harmonische Function der 
Zeit ändert, etwa wie cosnat Dann muss | als eine Function 
von X noch der Gleichung genügen: 

5y + "'^ = °- • • (2>' 

deren vollständiges Integral ist: 

I = Äeosnx 4- Bsinnx (3), 

worin A und B unabhängig von a; sind. 

Da nun — immer verschwindet^ wenn x = ist, so muss 

jB = sein. Da weiter — verschwindet, wenn o? = ? (der 

natürlichen Länge des Stabes), so ist ^nn7 = 0, ein Zeichen 
dafür, dass n von der Form: 

^=^T-- ' • • ^ ^^> 

ist, wo i eine ganze Zahl bedeutet. 

Demnach sind die Normalschwingungsarten durch Gleichun- 
gen von der Form : 

,. . %7cx . ijcat ,^, 

g == ^COS -y- Stn -y- (5), 

gegeben, in denen natürlich, wenn es etwa gewünscht wird, 
zu t eine willkürliche Constante hinzugefugt werden kann. 

Die vollständige Lösung für einen an beiden Enden freien 
Stab wird deshalb ausgedrückt durch: 
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WO Ai und Bi willkürliche Constanten sind, die in der gewöhn- 
lichen Weise bestimmt werden können, wenn die Anfangs- 

werthe von J und J gegeben sind. 

Es kann i auch den Werth Null haben; dieser Werth 
giebt ein Glied, welches eine Verschiebung | darstellt, die 
sowohl in Bezug auf Raum wie auf Zeit constant ist, und that- 
sächlich nur eine Verschiebung des Anfangspunktes bedeutet. 

Die Periode der tiefsten Toncomponente in (6), welche 
i = 1 entspricht, ist 2 Z : a; es ist dies die Zeit, die eine Stö- 
rung gebraucht, um die Länge des Stabes zweimal zu durch- 
laufen. Die anderen Töne, welche sich ergeben, wenn man 
dem i die verschiedenen ganzzahligen Werthe beilegt, bilden 
eine vollständige harmonische Scala, so dass nach dieser 
Theorie der von einem in longitudinale Schwingungen ver- 
setzten Stab ^gebildete Klang in allen Fällen musikalisch ist. 

Bei der tiefsten Schwingungsart ist der Mittelpunkt des 

1 
Stabes, wo a? = — Z ist, eine Stelle , die nicht in Bewegung 

geräth, oder ein Knotenpunkt; die periodisch wiederkehrende 
Verlängerung oder Zusammendrückung hat aber dort ein 
Maxfanum. 

153. Der Fall eines Stabes mit einem freien und einem 
festen Ende kann aus der allgemeinen Lösung des Falles eines 
Stabes mit zwei freien Enden und von der doppelten Länge 
abgeleitet werden. Denn man kann, welches auch der Anfangs- 
zustand des Stabes, der bei ä = frei und bei a; = Z befestigt 
ist, sein mag, den Querschnitten eines Stabes, der die Länge 
2 l besitzt und an beiden Enden frei ist, immer solche Ver- 
schiebungen und Geschwindigkeiten ertheilen, dass die Be- 
wegungen der Theile zwischen und l in beiden Fällen iden- 
tisch sind. Es ist nur die Voraussetzung nöthig, dass im 
Anfange die Verschiebungen und Geschwindigkeiten in dem 
Bereiche von Z bis 2 Z denjenigen gleich und entgegengesetzt ge- 
richtet sind, welche sich in dem Theile des Stabes von bis Z 
in einem gleichen Abstände von dem Mittelpunkte o; = Z vor- 
finden. Unter diesen Umständen muss aus Symmetriegründen 
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der Mittelpunkt während der ganzen Bewegung unbewegt 
bleiben, und dann erflillt der Theil von bis l alle verlangten 
Bedingungen. Wir schliessen hieraus, dass die Schwingungen 
eines an einem Ende freien und an dem andern befestigten 
Stabes identisch sind mit denen der einen Hälfte eines Stabes 
von der doppelten Länge, dessen beide Enden frei sind, vor- 
ausgesetzt, dass der letztere nur in den ungleichen Arten 
schwingt, welche man erhält, wenn man nach und nach dem 
i alle ungeraden ganzen Zahlen werthe ertheilt. Die Töne des 
Stabes gehören dann noch einer harmonischen Scala an, in- 
dessen fehlen die geraden Töne (Octave etc. des Fundamen- 
taltones}. 

Die Periode des tiefsten Tones ist die Zeit, welche ein 
Anstoss gebraucht, um viermal die Länge des Stabes zu 
durchlaufen. 

154. Sind beide Enden fest, so sind die an den Enden 
zu erfallenden Bedingungen die, dass der Werth von S dort 
unveränderlich ist. Wir können annehmen, dass bei a? == 
auch S = ist. Bei aj = Mst | eine kleine Constante a, die 
gleich Null, wenn dort keine dauernde Spannung stattfindet. 
Unabhängig von den Schwingungen haben wir offenbar 
^ z= xa : l; wir werden unser Resultat dann am einfachsten 
finden, wenn wir sofort diesen Ausdruck lur | nehmen. In- 
dessen mag es lehrreicher sein, nach der allgemeinen Methode 
vorzugehen. 

Nehmen wir an , dass | als Function von der Zeit sich 
ändert wie der Ausdruck: 

Ä cos not + Bsinnat^ 

so sehen wir, dass J als Function von x der Differentialgleichung: 

genügen muss, deren allgemeine Lösung ist: 

g = Ccosnx •{- Dsinnx (1). 



r 
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Da aber | für alle Werthe von t immer zugleich mit x 
gleich NuU sein muss, so ist C = 0; wirkönnen also schreiben: 
1 = 2^ sinnx {Ä cos not -\- Bsinnat]. 
Die Bedingung bei a? = Z giebt: 

£sinnl {Äcosnat + Beinnat] = «, 
woraus folgt, dass fär jeden endlichen zulässigen Werth von n: 

sinnl = oder n = -=-• 

Für w = haben wir dagegen : 

An sinnl = a. 

Das entsprechende Glied in | ist: 

y j . sinnx x 

^ = Aq stn nx ^= a —, = = a - . 

stnnl l 

Demgemäss lautet der vollständige Ausdruck für |: 

X . W"* . ixxf . inat , _. . inat\ .^. 

Die Reihe der Töne bildet eine vollständige, harmonische 
Scala. (Aus dieser können indessen in den einzelnen Fällen 
irgend welche Zahl von Gliedern fehlen.) Die Periode der 
tiefsten Coraponente ist die Zeit, welche ein Impuls gebraucht, 
um die Länge des Stabes zweimal zu durchlaufen, ^Iso dieselbe, 
als wenn beide Enden frei wären. Es muss beachtet wer- 
den, dass wir hier mit der ungedehnten Länge des Stabes 
zu thun haben, und dass die für eine gegebene natürliche Länge 
geltende Periode von einer permanenten Spannung unabhän- 
gig ist. 

Die Lösung des Problems eines doppelt befestigten Stabes, 
auf den keine permanente Spannung wirkt , kann auf dieselbe 
Weise von dem Problem eines an beiden Enden freien Stabes 
durch blosse Differentiationen nach x abgeleitet werden. Denn 

in dem letzteren Problem erfüllt -^ folgende nothwendige 

CLX 

Differentialgleichung : 

d<» \dx)~ dx'^KdxJ' 
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in, soweit, wie | der Gleichung genügt: 

dt 
und an beiden Enden verschwindet -p . Demgemäss erfallt 

j- in diesem Problem alle die Bedingungen, welche dem | in 

dem Falle, wo beide Enden fest sind, vorgeschrieben sind. Die 
zweiKeihenderTöneinden beiden Fällen sind daher identisch. 

155. Die Einwirkung eines in irgend einem Punkte des 
Stabes angebrachten kleinen Gewichtes M lässt sich~ leicht an- 
genähert berechnen, da die Annahme hinreichend genau ist, 
dass die Art der Schwingung ungeändert bleibt (§. 88). Wir 
wollen einen Stab nehmen, der bei a? = befestigt und bei 
X = l frei ist. Die kinetische Energie ist proportional: 

ixx - 1 iytx 

Q&sm^ -5y dx + - Msin^ -t-=-, 



oder proportional: 

Qcol /^ , 2M 



\f 



\ QGil 21 ) 



4 

Da die potentielle Energie ungeändert bleibt, so sehen 
wir nach den Principien des vierten Capitels, dass die Wirkung 
eines kleinen Gewichtes M in einer Entfernung x von dem 
festen Ende die ist, dass die Perioden der Toncomponenten 
in dem Verhältniss:' 

2S. ixx 

1 : 1 H : Sm» -Trr^ 

qcdI 21 

verlängert wird. Die kleine Grösse M : Q(ol ist das Verhält- 
niss der Belastung zu der ganzen Masse des Stabes. 

Wird das Gewicht an dem freien Ende angebracht, so ist 

ifcx 
sm' -;ry = 1. Die Wirkung ist dann die, dass die Höhe 

jedes Tones um dasselbe kleine Intervall erniedrigt wird. Mau 
muss daran denken, dass i hier eine ungerade ganze Zahl ist. 
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156. Ein anderes, erwähnenswerthes Problem ergiebt 
sich in dem Falle, wo die Belastung an dem freien Ende gross 
ist im Vergleich zu der Masse des Stabes. In diesem Falle 
können wir als Schwingungstjrpus einen Zustand annehmen, 
bei dem längs des Stabes eine gleichförmige Ausdehnung 
herrscht. 

Ist I die Verschiebung des Gewichts Jlf , so ist die kine- 
tische Energie: 

i 



Die der Verschiebung J entsprechende Spannung ist 

I 
go j; daher lautet die potentielle Energie der Verschiebung: 

^=#' («• 

Die Bewegungsgleichung ist: 

und wenn | oc coßpt: 

pi = i^:^M+^Qa>ij (3). 

Die aus der Trägheit des Stabes herrührende Correction 
ist daher äquivalent einer Hinzufugung von einem Drittel der 
Masse des Stabes zu M. 

157. Wir wollen unsere mathematische Discussion der 
Longitudinalschwingungen eines Stabes mit der Berechnung 
des Fehlers schliessen, welchen wir machen, wenn die seit- 
lichen Bewegungen^ der Theile des Stabes, die nicht in der 
Axe liegen, vernachlässigt werden. Das Verhältniss der seit- 
lichen Contraction zur Längsdehnung sei fi; dann ist im Falle 
des Gleichgewichts die seitliche Verschiebung eines im Ab- 
stände r von der Axe befindlichen Theilchens gleich (irSy wo 
s die Längsdehnung bedeutet Wenn auch dieser Werth genau 
gesprochen durch die Trägheit der seitlichen Bewegung etwas 
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geändert wird, so kann, er för nnsern jetzigen Zweck doch als 
hinreichend genau genommen werden. 

Die Constante fi ist eine Zahl, welche zwischen und Vs 
liegt Wäre ft negativ, so würde eine Längsdehnung eine 
seitliche Anschwellung hervorrufen; wäre (i grösser als V25 so 
würde die seitliche Contraction gross genug sein, um die Ver- 
längerung zu fiberwiegen und demnach eine Volumverminde- 
rung des Ganzen bewirken. Der letztere Zustand ist mit Sta- 
bilität nicht verträglich, und der erstere kann bei gewöhnlichen 
festen Körpei'n wohl kaum möglich sein. Man nahm eine Zeit 
lang an, dass f* nothwendiger Weise gleich Y4 ist, so dass nur 
eine unabhängige elastische Constante vorhanden . wäre ; indess 
haben Versuche gezeigt, dass fi veränderlich ist. Für Glas 
und Messing fand Werthheim durch den Versuch fi = 1/3. 

Bezeichnet ri die seitliche Verschiebung des um r von der 
Axe abstehenden Theilchens und ist der Querschnitt kreisför- 
mig, so ist die von der seitlichen Bewegung herrührende kine- 
tische Energie: 

l r 

8T = TCQ I I ri^dx . rdr 



4 / \dxj 

Daher ist die ganze kinetische Energie: 



Bei einem an beiden Enden freien Stabe haben wir: 

<. inx da ix iicx . 

§ X cos -rr-, T^ oc 7- sew -7—, 

l dx l l 

und daher: 

r+«r:r=i +i^^. • 

Die Wirkung der Trägheit der seitlichen Bewegung ist 
daher die, dass dadurch die Periode in dem Verhältnisse von: 
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vergrössert wird. Diese Correction ist für die tieferen Schwin- 
gungsarten von Stäben mit gewöhnlichen Längen- und Breiten- 
verhältnissen beinahe unmerkbar. 

158. Man kann die Versuche über Longitudinalschwin- 
gungen mit Stäben von Holz oder Glas anstellen. Die 
Schwingungen werden durch Reibung, bei Glas mittelst eines 
feuchten Tuches , erregt. Bei Metall- oder hölzernen Stäben 
muss man Leder, das mit gepulvertem Colophoniura bestreut 
ist, gebrauchen. „Die Longitudinalschwingungen einer Elavier- 
saite können dadurch erzeugt werden, dass man dieselben lon- 
gitudinal sanft mit einem Stück Gummi reibt, die der Violine 
dadurch, dass man den Bogen schräg gegen die Saite stellt 
und ihn longitudinal längs der Saite fortbewegt, indem der- 
selbe Punkt des Bogens auf der Saite bleibt. Der Klang ist 
in beiden Fällen unangenehm schrill," 

„Wird der Wirbel der Violine gedreht, so weit, dass 
dadurch die Höhe der seitlichen Schwingungen beträchtlich 
geändert wird, &o tritt im Gegensatze dazu eine sehr geringe 
Aenderung in der Höhe der Longitudinalschwingungen ein. 
Der Grund hierzu ist folgender: Bei den seitlichen Schwin- 
gungen hängt die Aenderung in der Geschwindigkeit der 
Wellenübertragung hauptsächlich von der Aenderung der 
Spannung ab, und diese Aenderung ist beträchtlich. Dagegen 
hängt bei den Longitudinalschwingungen die Aenderung in 
der Geschwindigkeit der Wellenübertragung von der Aende- 
rung der Ausdehnung ab, die vergleichsweise klein ist^)." 

Savart bemerkte bei seinen Versuchen über Longitudinal- 
schwingungen gelegentlich einen eigenthümlichen Ton, von 
ihm „son rauque^ genannt, dessen Tonhöhe eine Octave unter 
der der Longitudinalschwingung war. Nach Terquem^) ist 
die Ursache dieses Tones eine transversale Schwingung, deren 



^) Donkin's Aooustics, p. 154. 

2) Ann. de Chimie, LVn, 129 — 190. 
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Auftreten durch eine angenäherte Uebereinstimmung zwischen 
ihrer eigenen Periode und der d^rSuboctave der Longitudinal- 
schwingung veranlasst wird. Ist diese Ansicht richtig, so 
wäre diese Erscheinung von der zweiten Ordnung, die wahr- 
scheinlich auf der Thatsäche beruht, dass eine longitudinale 
Compression eines Stabes eine Krümmung hervorzurufen be- 
strebt ist. 

159. Die zweite Classe von Schwingungen, Torsions- 
schwingungen genannt, welche von dem Widerstände geg^n 
Verdrehung abhängt, hat eine sehr geringe Bedeutung. Ein 
voller oder hohler cylindrischer Stab mit kreisförmigem Quer- 
schnitt möge durch zweckmässige, an dem einen Ende ange- 
brachte Kräfte so' verdreht werden, dass jeder transversale 
Querschnitt in seiner eigenen Ebene bleibt. Ist der Quer- 
schnitt nicht kreisförmig, so ist die Wirkung einer Verdrehung 
complicirter, da die Drillung nothwendiger Weise von einer 
Ausbiegung der ursprünglich die normalen Querschnitte aus- 
machenden Schichten begleitet ist Wenn auch die Wirkungen 
der Ausbiegung in jedem Falle , wo es der Mühe werth wäre, 
bestimmt werden könnten, so wollen wir uns hier doch auf 
den Fall eines kreisförmigen Querschnitts beschränken, wobei 
keine Bewegung parallel der Axe des Stabes vorausgesetzt wird. 

Die Kraft, welche die Drillung als Widerstand findet, 
hängt von einer elastischen Constante ab, die verschieden von 
q ist und Starrheit genannt wird. Bezeichnen wir dieselbe 
mit n, so lässt sich das Verhältniss zwischen g, n und fi fol- 
gendermaassen schreiben: 

" = üir+T, w^ 

Danach liegt n scwisohen „ q und -^ q. Wenn (t = — , so ist 

3 

« = 82. 



^) Thomson und Tait §. 683. Es bezieht sich diese Belation, 
wie zu hemerken ist, nur auf isotrope Körper. 
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Wir wollen annehmen, wir hätten zu thun mit einem Stabe 
in der Form einer dünnen Röhre mit dem Radius r und von 
der Dicke dr; d" bezeichne die Winkelverschiebung jedes Quer- 
schnittes, der um x vom Anfangsquerschnitt entfernt ist. Der 

Grad der Drillung bei x wird dargestellt durch -=— , und die 

dd- 
Schiebung des die Röhre ausmachendei^ Materials durch r — • 

dd^ 
Die widerstrebende Kraft ist per Flächeneinheit nr -=—; da 

ax 

der Flächeninhalt gleich 27trdr ist, so beträgt das Drehungs- 
moment um die Axe: 

dd^ 
2nitr^dr -r— • 
ax 

Daher besitzt die auf die Scheibe dx wirkende zurück- 
treibende Kraft das Drehungsmoment: 

d^d^ 

2nxr^drdx^rT' 

dx^ 

Das Trägheitsmoment der ins Auge gefassten Scheibe ist 
nun 27crdr . dx . qr^\ in Folge dessen nimmt die Bewegungs- 
gleichung folgende Form an: 

d^%^ d^%' 

Da in dieser Gleichung r nicht auftritt, so ist dieselbe 
Gleichung anwendbar auf einen Cylinder von endlicher Dicke 
oder auch auf einen VoUcylinder. _ 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle ist: l/ — > 

die ganze ^Theorie ist genau ähnlich der der Longitudinal- 

schwingungen , da die Bedingung för ein freies Ende ist 

d^ 

— — = 0, und fär ein fest^^ = 0, oder wenn eine dauernde 

ax 

Verdrehung betrachtet wird, %" = Constans. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Longitudinalschwin- 

gungen verhält sich zu der der Torsionsschwingungen wie 

yq^ : Vn oder V(2 + 2ft) : 1. Dasselbe Verhältniss tritt auf 
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bei den Schwingungszahlep für Stäbe von gleicher Länge, 
welche unter entsprechenden Endbedingungen in entsprechen- 
den Arten schwingen. Ist ft = -o, so würde das Verhältniss 

der Schwingungszahlen sein: 

V^ : Vw = Vs : Vi = 1,63, 

welches einem etwas grösseren Intervall, wie einer Quinte, 
entsprechen würde. 

In jedem Falle muss das Vej'hältniss der Schwingungs- 
zahlen liegen zwischen: 

Vi : 1 = 1,414 und Vi : 1 = 1,732. 

Longitudinale und Torsionsschwingungen wurden zuerst 
von Chladni untersucht. 



Achtes Capitel. 

Transversal- (seitliolie) Schwingungen von Stäben. 

160. Wir wollen in diesem Capitel die Transversalscbwin- 
gungen von dünnen elastischen Stäben, welche in ihrem natür- 
liehen Zustande gerade sind, untersuchen. Nach den Schwingun- 
gen der Saiten ist diese Classe von Schwingungen vielleicht für 
theoretische und experimentelle Prüfung am zugänglichsten. Es 
sind hinreichend Schwierigkeiten vorhanden, um einige wichtige, 
mit der allgemeinen Theorie verbundene Punkte klar ins Licht 
zu stellen. Bei den Saiten wäre der Leser wegen seiner Ver- 
trautheit mit den Kreisfunctionen vielleicht geneigt gewesen, 
zu flüchtig über diese Punkte hinwegzugehen. Zu gleicher Zeit 
sind aber die Schwierigkeiten der Analysis nicht der Art, dass 
deswegen auf allgemeine mathematische und physikalische 
Principien mehr wie sonst geachtet werden muss. 

Es scheint, dass Daniel Bernoullii) zunächst das Pro- 
blem angegriffen hat. Euler,. Riccati, Poisson, Cauchy 
und »neuerdings Strehlke^), Lisssajous^) und A. Seebeck*) 
haben unser Wissen über dasselbe am meisten gefordert 



1) Comment. Acad. Petrop. t. XTTT. 

2) Pogg. Ann. Bd. XXVH. 

8) Ann. de Ohimie (3) XXX, 385. 

*) Abhandlungen d. Matb.-Phys. Classe d. K. Sachs. Gesellschaft 
d. Wissenschaft-en. Leipzig 1852. 
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161 (T. 594 bis 601, 673, 693, 695, 711 bis 715). Das 
Problem zerfslllt von selbst in zwei Theile je nach der Gegen- 
wart oder Abwesenheit einer permanenten, longitudinalen 
Spannung. Das Hineinziehen einer permanenten Spannung 
macht das Problem verwickelter und ist nur von Interesse bei 
gespannten Saiten, deren Steifigkeit, wenn sie auch klein ist, 
doch nicht vollständig vernachlässigt werden kann. Wir wol- 
len daher unsere Aufmerksamkeit hauptsächlich auf die beiden 
extremen Fälle richten: 1} wenn keine permanente Spannung 
vorhanden ist, und 2) wenn die Spannung die Haupttriebkraft 
bei der Schwingung abgiebt. 

In Betreff des Querschnitts unseres Stabes wollen wii* an- 
nehmen, dass eine Hauptaxe desselben in der Schwingungs- 
ebene liegt, so dass die Biegung in jedem Theile in der Rich- 
tung des Maximums oder des Minimums (oder des stationären 
Werthes) des Widerstandsmomentes (Widerstandes) der Bie- 
gung liegt. Z. B. kann die Oberfläche des Stabes eine Um- 
drehungsfläche sein, wobei jeder Querschnitt kreisförmig, wenn 
auch nicht noth wendiger Weise überall mit demselben Radius, 
ist. Unter diesen Umständen ist die potentielle Energie der 
Biegung für jedes Längenelement proportional dem Quadrate 
der Krümmung multiplicirt mit einer Grösse, welche von der 
Substanz des Stabes abhängt und von dem Trägheitsmoment 
des transversalen Querschnitts in Bezug auf eine Axe, die 
durch den Schwerpunkt des Querschnitts hindurchgeht und 
senkrecht zur Biegungsebene steht. Es sei CJ der Flächen- 
inhalt des Querschnitts, x^ o das Trägheitsmoment des letztem, 
q der Elasticitätsmodul , ds das Längenelement und dF die 
einer Krümmung 1 : B der Axe des Stabes entsprechende po- 
tentielle Energie; dann haben wir: 

dr = |3x««,|?. .^ (1). 

Dieses Resultat erhält man leicht, wenn man die Ausdeh- 
nung der verschiedenen Fasern berechnet, aus denen man sich 
den dtab zusammengesetzt denken kann. Es sei r^ der Ab- 
stand der Projection einer Faser des Querschnitts da) auf die 



P01?ENTIELLE ENERGIE DER BIEGÜNO. 27.3 

Biegungsebene von der Axe an gerechnet. Dann wird durch 
die Biegung die Länge der Faser in dem Verhältnisse: 

geändert, wenn E der Krümmungsradius. Auf der Seite der 
Axe, wo ij positiv ist, d. i. auf der äussern Seite, wird die Faser 
gedehnt, während auf der andern Seite der Axe Zusammen- 
ziehung stattfindet Die zur Hervorbringung der Ausdehnung 

~ nöthige Kraft ist nach der Definition des Elasticitätsmodul 

qr^ do'y daher hat das ganze B[räftepaar, welches sich der 
Biegung widersetzt, den Werth: 



/ 






wenn co.der Flächeninhalt des Querschnitts und x sein Gyra- 
tionsradius (T. 281) um eine Linie durch die Axe und senk- 
recht zur Biegungsebene ist. Der einer Länge ds der Axe 
entsprechende Biegungswinkel ist ds : B und daher beträgt 
die Arbeit, welche nothwendig ist, dem Stück ds eine Krüm- 
mung 1 : B beizubringen: 

1 ^ ds 

da das Mittel der Kraft die Hälfte des Endwerthes des Kräfte- 
paares ist. 

Für einen kreisförmigen Querschnitt ist x gleich dem 
halben Radius. 

Dass die potentielle Energie der Biegung caeteris paribus 
dem Quadrate der Krümmung proportional sein würde, ist von 

ds 
vornherein klar. Bezeichnen wir den Coefficienten von ^^ 

mit B^ so können wir setzen: 

7 = 1^5 1* 
2 J 7J2 

Bayleigh, Theorie des Schalles. 13 
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oder Aogetichto des Unutandeft, dass der Stab nahezu gerade 
geblieben ist: 

"Hxay- <=^ 

worin y die seitliche Verschiebung desjenigen Punktes der Axe 
des Stabes bedeutet, dessen Abscisse, parallel der Gleichgewichts- 
Iftgo gemessen, x ist« Bei einem Stabe, dessen Querschnitte 
Ahnlich und ähnlich gelegen sind, ist B eine Oonstante und 
kann vor das Integralzeichen gesetzt werden. 

Die kinetische Energie des sich bewegenden Stabes rührt 
theils von der Verschiebungsbewegung der Elemente, welche 
den Stab zusammensetzen, parallel y her, theils von der Rota- 
tion derselben Elemente um Axen, die durch ihre Schwerpunkte 
hindurchgehen und senkrecht zur Schwingungsebene stehen. 
Der erste Theil wird ausgedrückt durch: 

^Jgoifdx (3), 

wenn q die Volumdiohtigkeit bedeutet. Um den letzten Theil 
auBBudrücken haben wir nur darauf zu achten, dass die Winkel- 

vorschiobuttg des Elementes dx gleich -^ ist, und daher die 

ax 

Winkelgeschwindigkeit gleich — -p« Das Quadrat dieser 

Grösse muss mit dem halben Trägheitsmoment des Elementes 

multiplioirt worden, d. u mit : -^x^Q&dx. Wir erhalten demnach: 

T = i /<»o#'<i« + \ /x3,a, (i^ '£fäs: . . (4). 

162, Um die Bewegungsgleichung zu bilden, können 
wir uns des Principe der virtuellen Geschwindigkeiten be> 
dienen« Der Einfachheit halber woQen wir uns anf den 
I^Ul von überall {Reichem Querschnitt beschranken; dann 
biben wir: 



= B 
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J ä' 

d^y ddy j, d^y . , »/*^*2/a.^ /1^ 



8V=B l^^^dx 
' ^x^ dx^ 



dx^ dx 



woriD die nicht Knter einem Integralzeichen stehenden Ausdrücke 
zwischen Grenzen zu nehmen sind. Dieser Ausdruck enthält nur 
die aus der Biegung entstehenden inneren Kräfte. In dem Fol- 
genden wollen wir nun annehmen, dass keine von aussen wir- 
kenden Kräfte vorhanden sind oder wenigstens keine solche, 
welche auf das System Arbeit leisten. Eine Kraft von der Art 
einer Gebundenheit wie etwa die, welche noth wendig ist, um 
irgend einen Punkt des Stabes in Ruhe zu halten, braucht nicht 
betrachtet zu werden, da dieselbe keine Arbeit thut und daher 
in der Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten nicht er- 
scheinen kann. 

Das virtuelle Moment der Beschleunigung ist: 

Daher lautet die Variationsgleichung der Bewegung: 

Die nicht unter einem Integralzeichen stehenden Glie- 
der sind wieder zwischen Grenzen zu nehmen. Hieraus er- 
giebt sich für die in allen Punkten der Stablänge zu erfül- 
lende Gleichung: 

während an jedem Ende: 

dx^ \dxj ' r dt^dx dx^ 

18* 
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oder wenn wir den Werth von i?, d. i. gx^o, einführen, und 
setzen q : q = h^: 

und für jedes Ende : 

In diesen Gleichungen drückt b die Geschwindigkeit der 
Uebertragung von longitudinalen Wellen aus. 

Die an den Enden zu erfüllende Bedingung (5) nimmt je 
nach den besonderen vorliegenden Umständen verschiedene For- 
men an. Man kann sich eine solche Gebundenheit denken, dass 

das Verhältnisö ^ (t^) • ^y einen endlichen, vorgeschriebe- 
nen Werth hat. Die zweite Grenzbedingung erhält man dann 
aus (5), wenn man dieses Verhältniss einführt. In alP den 
Fällen aber, mit welchen wir zu thun haben, ist entweder gar 
keine Gebundenheit vorhanden, oder eine Gebundenheit von 

der Art, dass entweder ^ ( ;t- ) oder S y verschwindet; dann 
nehmen die Grenzbedingungen folgende Form an: 

Wir müssen jetzt die einzelnen Fälle, welche eintreten 
können, unterscheiden. Ist ein £nde frei, so ist sowohl 8y 

wie d f ^) willkürlich; die Bedingungen an den Enden wer- 
den dann: 

Man kann diese Gleichungen so auffassen, dass die erste an- 
zeigt, dass an dem freien Ende kein Kräftepaar angreift, und 
die zweite ebenso, dass dort auch keine einzelne Kraftresul- 
tante wirkt. 
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Ist die Richtung an dem Ende frei, ist das Ende selbst 
aber durch die Einwirkung einer hinreichend .grossen Kraft 
gezwungen in Ruhe zu bleiben (in welchem Falle man aus 
Mangel eines bessern Ausdruckes sagt, der Stab wird gehal- 
ten), so sind die Bedingungen: 

!! = <>' «^=0 (8). 

wodurch (5) erfüllt wird. 

Eine dritte Classe tritt auf, wenn auf ein Ende ein der- 
artiger Zwang ausgeübt wird, dass die Richtung durch die Ein- 
wirkung eines hinlänglich grossen Kräftepaares festgehalten 
wird, dass aber sonst dieses Ende jede beliebige Lage anneh- 
men, kann. Wir haben dann : 

^\T'J = ^^ TtTTX: - ^'xra = . . . (9). 



dt^dx dx^ 



Viertens kann das Ende sowohl in Bezug auf Lage als 
auf Richtung gebunden sein. In diesem Falle sagt man, 
der Stab sei festgeklemmt. Die Bedingungen sind einfach: 

Von diesen vier Fällen sind der erste und der letzte die 
wichtigeren; den dritten w^ollen wir ganz bei Seite lassen, da 
wir noch nicht über experimentelle Hülfsmittel verfügen, durch 
welche die genannte Gebundenheit verwirklicht werden könnte. 
Selbst bei dieser Vereinfachung bleibt .doch noch eine beträcht- 
liche Mannigfaltigkeit in den Problemen zur Discussion übrig, 
da jedes der beiden Enden des Stabes frei, festgeklemmt .oder 
gehalten sein kann, Indess ist die sich hieraus ergebende 
Complication nicht so gross, wie man wohl erwarten möchte. 
Wir werden finden, dass verschiedenartige Fälle zusammen be- 
handelt werden können und dass die Lösung für einen Fall 
sich manchmal unmittelbar aus der Lösung für einen andern 
Fall ableiten lässt. 

Bei den Versuchen über die Schwingungen von Stäben 
kann die Bedingung für ein festgeklemmtes Ende mittelst 
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eines Schraubstockes von massiver Construction verwirklicht 
werden! Bei einem freien Ende liegt naturlich, so weit das 
Ende selbst in Betracht kommt, keine Schwierigkeit vor; wenn 
aber beide Enden frei sein sollen, erhebt sich die Frage, auf 
welche Weise das Gewicht des Stabes getragen werden soll. 
Um mit der Schwingung so wenig wie möglich in Collision 
zu kommen, müssen die Unterstützungen in der 'Nähe der 
Knotenpunkte liegen. Manchmal reicht es hin, bloss den Stab 
auf Stege zu legen , oder eine Schlinge aus Schnur rund um 
den Stab zu legen und dieselbe durch, an deren Enden ange- 
brachte, Schrauben gespannt zu halten. Für genauere Unter- 
suchungen würde es vielleicht vorzuziehen sein, das Gewicht 
des Stabes von einem Nagel tragen zu lassen, der durch ein 
Loch geht, welches in der Schwingungsebene durch die Mitte 
der in der Schwingungsebene liegenden Stabdicke gebohrt ist. 
Soll ein Ende gehalten werden, so kann man dasselbe 
gegen eine feste Platte pressen, deren Ebene senkrecht zu 
der Längsrichtung des Stabes ist. 

163. Bevor wir weiter gehen, wollen wir eine Annahme 
einfahren, die die Rechnung bedeutend vereinfacht und doch 
die Richtigkeit der Lösung nicht ernstlich gefährdet. Wir 
wollen annehmen, dass die Glieder, welche von der Winkelbe- 
wegung der Querschnitte der Stabes abhängen , vernachlässigt 
werden dürfen. Es ist dies gleichbedeutend mit der Voraus- 
setzung, dass das Trägheitsvermögen eines jeden Quer- 
schnittes auf dessen Mittelpunkt concentrirt ist Wir werden 
später (§. 186) eine Correction far das Trägheitsvermögen der 
Drehung aufsuchen und dann finden, dass dasselbe unter ge- 
wöhnlichen Umständen klein ist. Die Bewegungsgleichung 
wird nun : 

und die Grensbedingungen für ein freies Ende: 

p^ = 0, ^ = (2). 



y 
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Der nächste Schritt ist, wenn wir mit unserm allgemeinen 
Plan in üebereinstimmung bleiben wollen, die Annahme einer 
harmonischen Form für y. Wir können zweckmässig setzen: 

= ucos(^ m^t\ (3), 

worin l die Länge des Stabes und m eine abstracte Zahl be- 
deutet, deren Werth noch bestimmt werden muss. Setzen wir 
diesen Werth in (1) ein, so erhalten wir: 

Ist tt = e ' eine Lösung dieser Gleichung, so sehen 
wir, dass p eine der vier Wurzeln der Einheit ist, d. i. + 1, — 1, 
+ i, — i\ die vollständige Lösung stellt sich demnach folgen- 
dennassen : 



mx mx 



u = Acosm j + Bsinm -=■ + Ce ^ + De ' 

mit vier willkürlichen Constanten. 

Wir haben noch den vier Endbedingungen zu genügen, 
zwei für jedes Ende. Diese Bedingungen bestimmen die Ver- 
hältnisse A : B : G : D^ und liefern ausserdem eine Gleichung, 
der m genügen muss. Daher ist nur eine Reihe von particu- 
lären Werthen von m zulässig, und für jedes m ist das ent- 
sprechende u vollkommen bestimmt mit Ausnahme eines con- 
stanten Factors. Wir werden die verschiedenen, zu demselben 
System gehörigen Functionen t^ durch Indices von einander 
unterscheiden. 

Der in irgend einem Moment vorhandene Werth von y 
kann in eine Reihe der Functionen u entwickelt werden 
(§§. 92. 93). Sind ^i, 92 etc. die Normalcoordinaten, so haben 

wir: 

y = 9i % + 92 ^ "I" • • • • (^)» 

und 

T =z - Q(X) 1 ((piUi + q>2ti2 + ' ' ')^ dx 
= 1 Qcolfpi^ fui^dx + ^2^ Ju^^dx H 1 ...(6). 
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Wir «ind an dieser Stelle vollkommen zu der Behaup- 
tung berechtigt, dann jedes Prodnctenintegral der Functionen 
V(5nich windet, und braucht die Rechnung des folgenden Ab-. 
Schnittes daher nur als eine Verification des schon Bewie- 
senen betrachtet zu werden. Dieselbe ist aber dazu nöthig, um 
den Werth der Quadraten-Integrale zu bestimmen. 

Iß4. Es mögen Um und Um' zwei der Normalfunctionen 
bezeichnen, welche resp. m und m' entsprechen. Pann ist: 

di* ""F^*"' I^ — IÄ^"'' .... (1)1 
oder, wenn Acoente die Differentiation nach m - x^nä m' j an- 

V V 

zeigen : 

tij'" = w«, uj'^^ = un,' (2). 

Multipliciren wir die Gleichung (2) mit resp. Umf und t«„„ 
zlülion sie dann von einander ab und integriren sie über die 
LÄngo des Stabes, so haben wir : 
tH'4 — m^ /* . r/ d*u„,' d^u„\ •, 

— . «i f f'^«>*^ ^ , <^^^m , du,n' d^U^n du„, d^U^' . 

~ ^"^1^ ~^ 'dF"^"d^"5^'""d7 "d^ • • • ^'*^- 

Ule integrirton Glieder sind dabei zwischen Grenzen zu nehmen. 

Ob nun das fragliche Ende festgeklenunt, gehalten oder 

iWi ist, jedes Glied verschwindet wegen des einen oder des 



^) P«r iKMer vrinl bemerken, dass die hier sp^cificirten I^lUe nur 
pMlMUiU« FtUle sind, und dass die rechte Seite von (3) immw Ter- 
»ohwüidet^ vtkraQ»ge$6tit dass: 

UM«« B«diiv^a$r«n «ntlmllttB & B. d« FaU, wo das Bade cbmb 
ätMiW« d«toh «IVK» d«- T<fMhiebott^ pix^portionali» Kraft fec« 4ia 
U«eiv>tm^wKlit«la^ ^;«iriob<tt wiiü> wie bei einer Fedtf v>a]ie Trä£^>eK- 
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andern seiner Factoren. Wir können daraus sohliessen, dass, 
wenn Um iind Um* sich auf zwei Schwingungsarten beziehen, 
welche der Stab annehmen kann (und die natürlich denselben 
Endbedingungen entsprechen), dass dann: 



/ 



UfnUm'dX = . . . (4), 

vorausgesetzt, dass Um und u^' von einander verschieden sind. 
Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass wir in 
der eben befolgten Rechnung thatsächlich die Schritte rück- 
wärts gegangen sind, durch welche die fundamentale Differential- 
gleichung selbst in §. 162 bewiesen wurde. Die ursprüngliche 
Gleichung, welche das Verschwinden der Variation ausdruckt, 
ist es, welche mit der conjugirten Eigenschaft am unmittel- 
barsten in Verbindung steht. Bezeichnen wir y mit u und 
dy mit v, so haben wir: 

J dx^ dx^ ' 
die in Frage stehende Gleichung ist dann : 

„ fd^u d^v , , r _, . ,-, 

Vd^'d7'^'' + ^V'*''^'' = ^' ' ' ^^^- 

Wir wollen nun annehmen, dass sich u auf eine Normal- 
iBchwingungscomponente bezieht, so dass ft + w^t* = 0, wo 
n eine Constante ist; dann haben wir: 

uvdx^Bj j^,^,dx. 

Durch ein ähnliches Raisonnement erhalten wir, wenn v 
eine Normalfunction ist und u Irgend eine dem System mög- 
liche Verschiebung darstellt: 

n^ga>Juvdx = Bj j^^^,dx. 

Wir schliessen hieraus, dass, wenn u und V beide Norraal- 
functionen sind, die verschiedene Perioden besitzen: 



/ 



uvdxr=0 (6), 
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Dieser Beweis ist augenscheinlich so direct und allgemein, wie 
man sich nur wünschen kann. 

Der Leser möge selbst die Gleichung (6) entsprechende 
Formel aufsuchen für den Fall, dass das Glied, welches das 
Beharrungsvermögen der Rotation enthält, nicht unterdrückt 
wird. 

Mittelst (6) können wir den Nachweis liefern, dass die 
zulässigen Werthe von »* reell sind. Denn wenn n* complex, 
und u = cc + iß eine Noimalfunction wäre, so würde a — iß 
der conjugirte Werth von m, auch eine Normalfunction sein ent- 
sprechend dem conjugirten Werth von n^. Dann aber würde 
das Integral der Producte der beiden Functionen^ da es eine 
Summe von Quadraten ist, nicht verschwinden ^). 

Haben in (3) m und m! denselben Werth, so wird die 
Gleichung identisch richtig; wir können daraus den Werth 

von / Um'^dx nicht auf einmal herleiten. Wir müssen m! gleich 

in -\-- dm setzen und dann die Grenzform der Gleichung ziehen, 
wenn dm allmalig verschwindet. Auf diese Weise finden wir: 

d d^u du d^u . d^u d du du d d^u 
dm dx^ dm dx^ dx^ dm dx dx dm dx^ 

wobei die rechte Seite zwischen Grenzen zu nehmen ist. 
Nun ist 

du m , du X , 

—- = — ti' etc., -—- = — «.' etc., 

dx l dm l 



U,J dx =:z 



und daher: 
^■^fujdx = ^^ uu'" + ^^ uu"" - ^ u'u' 



4m3 p 3m2 m^x „„ m^x , ,„ 



. m^ , „ . m^x. „., 2m2 , „ m^x , „, 
+ rj^u'u' +-j^ (u")^ — u'u" — — mV", 



worin u = m, so dass: 

^) Man verdankt diese Methode, wie ich glaube, Poisson. 



i 
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im 



•f' 



, mx „ 2mx , „, , ., , mx , .... .„. 

+ -y «2 yl^'" _ u'u" + -y {u!'Y . . . (7). 

l' t V 

Die rechte Seite ist wieder zwischen Grenzen zu setzen. 

Mag nun ein Ende festgeklemmt, gehalten oder frei sein, 

so ist doch stets: 

uu'" = 0, u'u" = 0. 

Daher ist, wenn wir den Anfang der x an dem einen Ende 
des Stabes nehmen: 

Ju^dx = II (w2 — 2u'u'" + u"^) y 



= 1 i(u^ -. 2u'u"' + u''%^i. . . (8). 

Die Gestalt unseres Integrales ist von den Endbedingun- 
gen bei 05 = unabhängig. Ist das Ende x = l frei, so ver- 
schwinden u" und u"\ und demgemäss ist dann: 

u^dx = ^luHl) . , (9), 



das heisst für einen Stab mit einem freien Ende ist der mitt- 
lere Werth von u^ ein Viertel des Endwerthes und zwar gleich- 
gültig, ob das andere Ende festgeklemmt, gehalten oder frei ist. 
Andererseits verschwinden, wenn der Stab bei x =: l fest- 
geklemmt ist, u und u\ und es giebt dann (8): 

i 



Da dieser Werth immer gelten muss, welches auch die End- 
bedingungen an dem andern Ende sind, so sehen wir, dass 
für einen Stab, dessen eines Ende fest und dessen anderes 

frei ist, gilt: 

i 

• 1 1 

u^dx = jlu^ (freies Ende) = - lu!'^ (festes Ende); 





• 






/' 
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ein Beweis dafür, dass in diesem Falle u^ an dem freien Ende 
denselben Werth hat, wie w"2 an dem eingespannten Ende. 

Die folgende Tabelle giebt die Werthe des vierfachen 
Mittels von u^ in den verschiedenen Fällen 



festgeklemmt, frei 


u^ (freies Ende), oder 




t*"2 (festgeklemmtes Ende) 


frei, frei 


w2 (freies Ende) 


festgeklemmt, festgeklemmt 


w"2 (festgeklemmtes Ende) 


gehalten, gehalten .... 


— 2 w' u'" (gehaltenes Ende) — 2 w'2 


gehalten, frei ........ 


u^ (freies Ende), oder 




— 2u*u'" (gehaltenes Ende) 


gehalten, festgeklemmt . . 


w"2 (festgeklemmtes Ende), oder 




— 2u'u'" (gehaltenes Ende) 



Nach Einführung dieser Werthe nimmt der Ausdruck für 
T eine einfachere Form an. Zum Beispiel ist bei einem fest- 
geklemmten - freien, oder freien - freien Stab: 

qIch 



T = ^ {<Pi^«*i«(0 + ^,'u,^{l) + •••}... (10), 
wobei das Ende o; = 2 als das freie Ende angenommen ist. 

165. Eine ähnliche Methode kann dazu benutzt werden, 

um die Werthe von / u'^dx^ und / u^'^ dx aufzusuchen. Bei 

der Ableitung der Gleichung (7) in dem vorigen Paragi'aphen 
wurde nichts vorausgesetzt, als die Richtigkeit der Gleichung 
w"" = m; da diese Gleichung auch für irgend eine der deri- 
virten Functionen richtig ist, so steht es uns frei, u durch v! 
oder w" zu einsetzen. Daher haben wir: 



4m 
1 



fu'Ux = 3m'm+ ^ «"> - 2^u"u—u"h"' + 



mx 



u 



fii^ 



, . mx ,_ ,, ,,. , mx ,,,_ 

V V 
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weil der Werth von uvl* in allen drei Fällen verschwindet. 
Die rechte Seite ist wieder zwischen Grenzen zu nehmen. 
Für einen freien -freien Stab ist: 

i 



491} 

1 



Cvl'^äx = 3(wt«')/ — 3(ww')o + w»(w'2); 






==6(W)/ 4- m(u'^),. .... (1), 

weil, wie wir sehen werden, die Werthe von u u' an den beiden 

Enden einander gleich sind, aber entgegengesetztes Vorzeichen 

haben müssen. Ob nun u bei x = l positiv oder negativ ist, 

immer wird uu* positiv sein. 

Für einen bei x = festgeklemmten und bei x = l freien 

Stab haben wir: 

i 
4m 

T 



Wir sahen schon, dass Uo" = «*/, weiter wird sich aus (§. 173) 
ergeben, dass W = — t*/, so dass: 

i 
^ ru'^dx= 2(tiu')i + mu/^ (2) 



ein Resultat, von dem Gebrauch zu machen wir später Ge- 
legenheit haben werden. 

Wenden wir dieselbe Gleichung auf Ermittlung des Wer- 

thes von / u"^dx an, so finden wir: 

— / w"2 f^a; = 3 y!'%i! + — u"^ -- 2 — u'"v! — u"'u + — «2 

= m(t*"2 _ 2u'u"' + u% 

da u* v!' und ww'" verschwinden. 

Vergleichen wir diesen Werth mit Gleichung (8) aus 
§. 164, so finden wir: 

ru''^dx = fu^dx (3), 

welches auch die Endbedingungen sein mögen. 
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Dasselbe Resultat kann man directer erhalten durch theil- 
weise Integration der Gleichung: 

— ur = u . 

166. Wir können jetzt den Werth für V in Ausdrücken 
der Normalcoordinaten bilden: ' 

= -^-(^^v wr ^ + 9>2^y w; ^^ 

= ^"yI^ |^i*9>i^ /wi^e?« + m24 9j22 rt^2(;a: + ...|. . . (1). 

Sind die Functionen u solche, welche für einen bei x =-1 
freien Stabe gelten, so reducirt sich dieser Ausdruck auf: 

F= *-^^^[mi*K(0?9i' + »»2* [«2(0? 9»»* + •••)•'.. (2). 

In jedem Falle haben die Bewegungsgleichungen die 
Form: 

Ui^dx 01 H -~— mi* / Ui^dx tpi = 0i , . , (3), 

und da nach der Definition 0i d (pi die von den äusseren Kräf- 
ten während der Vierschiebung 8(pi geleistete Arbeit ist, so 
reducirt sich die Gleichung auf: 

01 =:= I YuiQ(odx. . . : (4), 

wenn YQcadx die auf das Element mit der Masse Qcodx wir- 
kende seitliche Kraft ist. Sind keine äusseren Kräfte vorhan- 
den, so reducirt sich die Gleichung auf: 

*i H ^i 9^1 = (5), 

was auch, wie wir wissen, sein muss. 
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167. Die Bedeutung der Reduction des Integrales / u^dx 

auf seine Abhängigkeit von den Endwerthen der Function und 
deren Derivirten wird durch folgende Beweisführung wohl in 
ein deutlicheres Licht gesetzt. Um unsere Ideen zu fixiren, 
wollen wir einen bei x = festgeklemmten und bei x = l 
freien Stab ins Auge fassen, der in der durch u ausgedrückten 
Normalart schwingt Wird der Stab an dem freien Ende um 
ein geringes Stück A l verlängert, so ändert sich die Form 
von u (letzteres als Function von x aufgefasst); indessen dürfen 
wir nach den allgemeinen in Capitel IV (§. 88J aufgestellten Prin- 
cipien unter den geänderten Umständen die Periode ohne Rück- 
sicht auf eine etwaige Aendei'ung des Schwingungstypus zu 
nehmen berechnen, vorausgesetzt, dass wir uns mit einer An- 
näherung begnügen, bei welcher das Quadrat der Aenderung 
vernachlässigt wird. Weil der Stab an der Stelle, wo er die Ver- 
längerung erfahren hat, der gerade ist, ändert sich dort 
die potentielle Energie nicht und deshalb hängt die Aenderung 
der Tonhöhe ganz von der Veränderung von T ab. Diese 
Grösse hat zugenommen in dem Verhaltniss von: 

I u^dx : I u^dx^ 





oder 

1:1 + 



fu^dx 



In demselben Verhaltniss vergrössert sich das ^Quadrat der 
Periode. Nun ändert sich, wie wir gleich sehen werden, die 
wirkliche Periode wie P und daher ändert sich das Quadrat der 
Periode in dem Verhaltniss von 

Eine Vergleichung dieser Verhältnisse zeigt, dass: 

Ui^ : I u^dx = 4 : Z. 
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Das obige Raisonnement wird nicht als Beweis betrachtet, 
indessen dient es wenigstens dazu, die Reduction zu erklären, 
deren das Integral föhig ist. Andere Fälle, in denen solche 
Integrale auftreten, können in gleicherweise behandelt werden ; 
manchmal wird man aber darauf achten müssen, mit Gewissheit 
vorhersagen zu können, welcher Grad von Discontinuität in 
dem geänderten Typus zulässig ist, ohne aus dem Bereich des 
Princips zu treten, auf welches der Beweis sich stützt. Der 
Leser mag, wenn es ihm Recht ist, eine Saite untersuchen, in 
deren Mitte ein kleines Stück eingesetzt ist. 

168. Bei der Behandlung von Schwingungsproblemen ist 
der gewöhnliche Gang der: zunächst die Form der Normal- 
functionen, d. i. der Functionen, welche die Normaltypen dar- 
stellen, zu bestimmen und später die Integralformeln zu unter- 
suchen, mittelst deren solche Particularlösungen aufgesucht 
werden, welche willkürlichen Anfangsuraständen genügen. Ich 
habe vorgezogen, eine hiervon verschiedene Reihenfolge zu 
verfolgen, um besser die Allgemeinheit der Methode anschau- 
lich zu machen, welche von einer Kenntniss der Normal- 
functionen nicht abhängt. In Verfolgung desselben 
Planes werde ich nun den Zusammenhang der willkürlichen 
Constanten mit den Anfangsbedingungen aufsuchen, und ein 
oder zwei Probleme lösen, welche denen analog sind, die in 
dem Capitel über Saiten behandelt wurden. 

Der allgemeine Werth von y kann geschrieben werden: 

U = Ml cos ^ mi^t + Bi sin ^ mi^t\ Ui 

(X b xb \ 

ÄiCos -jjj- »»j»< -\- BiSin -r^ «H^tj u, 

+ . • • (1), 

so dass im Anfange: 

yo = -^iWi + Ä^u^ + • • • (2). 

^0 = TT C"*!*^!«*! + ^^^2^ +•••)• . . (3). 
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Mnltiplioiren wir (2) mit Ur und integrii'en die Gleichung 
über die Länge des Stabes, so erhalten wir : 

I y^Uräx-^zAr I Ur^dx (4), 

und ähnlich aus (3) : 

— / p^UrdX = mr^Br f Ur^ dx (5), 

Formeln, aus denen sich die willkürlichen Constanten bestimmen 
lassen. 

Man muss beachten, dass wir die Möglichkeit der durch 
(1) ausgedrückten Reihenentwickelung analytisch nicht mehr 
nachzuweisen haben. Sind alle Particularlösungen einge- 
schlossen, so stellt (1) nothwendiger Weise die allgemeinste 
mögliche Schwingung dar; man kann daher (1) auch als Dar- 
stellung jedes zulässigen Anfangszustandes annehmen. 

Wir wollen nun annehmen , dass der Stab sich ursprüng- 
lich in seiner Gleichgewichtslage in Ruhe befindet und in Be- 
wegung gesetzt wird durch einen Stoss, welcher einem kleinen 
Theil des Stabes Bewegung mittheilt. Im Anfange, das ist in 
dem Moment, wo der Stab frei wird, ist ^o = ^ und po unter- 
scheidet sich von Null nur an den Stellen in der Nachbarschaft 
eines Punktes (x = e). 

Aus (4) geht hervor, dass die GoefBcienten Ä verschwin- 
den, und aus (5), dass 



wir' 



Br 1 Ur^dX = ^Ur (c) / ^o dx. 



Nennen wir 1 poQ^ dx^ d. i. das ganze Bewegungsmo- 
ment des Stosses, T, so haben wir: 

p,= 4^_J^ (6), 



/•^ 



und für die schliessliche Lösung des Problems: 

Bayleigh, Theorie des SchaUe«. ]9 
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y = ~7 — 3 



«i(c)wi(aj) . /x5 



»Wi^ I Ui^ dx 



^^ (j^^'^y 



+ — r vF *^'' 7 + '"... (7). 

Wenden wir dieses Resaltat auf einen bei x = l freien 
Stab an, so können wir : 



/ 



Wr» c^a; durch i liurQ)^ 



ersetzen. 

Wird der Stoss in einem Knotenpunkt einer der Normal; 
componenten ertheilt, so ist diese Componente in der resul- 
tirenden Bewegung nicht vorhanden. Die gegenwärtige 
Rechnung ist nur ein specieller Fall der Untersuchung des 
§. 101. 

169. Als ein anderes Beispiel können wir einen Stab 
nehmen, der anfangs zwar in Ruhe, aber durch eine in x = c 
wirkende seitliche Erafl aus seiner natürlichen Lage heraus- 
gebogen ist. Unter diesen Umständen verschwinden die Coef- 
ficienten B; die anderen werden durch Gleichung (4) des 
§. 168 gegeben. 

Nun ist: 

Jyo^rdx=-Jy,—dx, 



und nach theilweiser Integration : 



/ 



i 

d^Ur , d^ttr dpQ d^Uf 

yo TZr » « = 2^0 TZ^ — 



dx* dx^ dx dx^ 



^ d«» da) dx^ ^ V das* ^ ' 



in Reichem Ausdruck die nicht unter einem Integralzeichen 
stehenden Glieder zwischen Grenzen zu nehmen sind. Aus 
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der Natur des Falles folgt, dass yo dieselben EndbediDgungen 
erfallt, wie Ur^ und daher verschwinden dio eben genannten 
Glieder bei beiden Grenzen Ist die im Anfange im Elemente 
dx angebrachte äussere Kraft gleich Ydx^ so giebt dieOleich- 
gewichtsgleichung des Stabes: 

pa,.,ö»^J|£=r (1). 

und demgemäss: 

i i , 

Nehmen wir nun an, dass die Anfangsverschiebnng von 
einer Kraft herrührt, welche in' der unmittelbaren Nachbar- 
schaft des Punktes a? = c angreift, so haben wir: 

A .. ^^ — ^'^>-(^) CvA.^ 
I yoUrdx = ' z^^ — i I Ydx^ 





und für den vollständigen Werth von p zur Zeit t: 



^ = 2 



w 






Tdx...(2). 



Bei der Ableitung des obigen Ausdruckes haben wir über 
die Bedingungen an den Enden des Stabes bis jetzt noch keine 
specielle Annahme geinacht. Wenn wir uns auf den Fall eines 
Stabes beschränken, der bei x = festgeklemmt und bei xr=l 
frei ist, so können wir: 



/ 



Ur^dx durch - l[Ur(T)]^ 



ersetzen. 

Setzen wir weiter voraus, dass die Kraft, welche die an- 
fangliche Biegung bewirkt, am Ende des Stabes angreift, so 
dass c = ?, so erhalten wir: 

. y = 4 V I /'^(") ,^ cos "^ n,rH 1 fTä... . (3). 

19* 
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Ist ^=0, SO muss diese Gleichung die Aufangsverschiebung 
darstellen. In Fällen dieser Art erhebt sich vielleicht folgende 
Schwierigkeit: wie ist es möglich, dass die Reihe, ans welcher 
jedes Glied derBedindung y'=:0 genügt, eine anfingliche Ver- 
schiebung darstellt, welche diese Bedingung verletzt? Die hier 
zu Grunde liegende Thatsache ist die, dass nach dreifacher Inte- 
gration in Bezug auf x die Reihe far x = l nicht mehr conver- 
girt, und demgemäss der Werth von t/" sich nicht mehr ergiebt, 
wenn man die Differentiation zuerst ausfährt und dann die ein- 
zelnen Glieder addirt Die Richtigkeit dieses Satzes wird so- 
fort klar, wenn wir einen Punkt ins Auge fassen, der um dl 
vom Ende entfernt ist und dann : 

tt'"'(? — dO dur<5h w'"G) — u^(l)dl 
ersetzen, worin u^ (T) gleich ist: 

•Wegen der Lösung des vorliegenden Problems durch 
Normalcoordinaten wird der Leser auf §. 101 verwiesen. 

170. Die Formen der Normalfunctionen in den verschie- 
denen Einzelfällen werden dadurch erhalten, dass man die Ver- 
hältnisse der vier Constanten in der allgemeinen Lösung von: 



dx^ ~ l^ ^ 



bestimmt. 



Schreiben wir der Kürze halber a:' fär -r- , so kann die 

Lösung in folgende Form gebracht werden: 

u = A (cosx' + eoshaf) + B(cosaf — coshaf) 

4- C(sina/ -f $inhx^) + D{sinx^ — sinhxf) . . . (1). 

coshxnnä sinhx sind die hyperbolischen Cosinusse und Sinusse 
von Xj die durch folgende Gleichungen definirt sind: 

coshx = - (e* -f c- *), sinhx = - (e* — e-^) . . . (2). 
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Ich bin der gewöbnlichen Bezeichnnngsweise gefolgt, ob- 
gleich man die Einführung eines speeieUen Symbols sehr gut 
entbehren könnte, da: 

coahx = cosix, sinhx =: — i sin ix . . . (3), 

worin » = V — 1. Mit letzterer Schreibweise würde der Zu- 
sammenhang zwischen den Formeln der gewöhnlichen ebenen 
und hyperbolischen Trigonometrie mehr in das Auge fallen. 
Die Differentiationsregeln sind in folgenden Gleichungen ent- 
halten : 

d d 

—- coshx = sinf^x, -j- sif^x = coshx 

ax ax 

d^ d^ 

-T-z coshx = coshx, 3—; sinhx = sinhx. 
dx^ dx^ 

Differentiirt man (1) so oft wie man will, so treten doch 
immer wieder dieselben vier zusammengesetzten Functionen auf. 
Die einzige dieser Functionen, welche mit a?' nicht verschwin- 
det, ist cosxf '{' coshx! ^ deren Werth dann 2 beträgt 

Nehmen wir zunächst den Fall, wo beide Enden frei sind. 

Da -T-k lind 3—5 mit x verschwinden, so folgt, dass J? = 
dx^ dx^ ' o ' 

und D = 0, so dass : 

w = 4 {cosoi + coshx*) + C fyinx' + sinhx*). . . (4). 

Wir haben nun noch den für x = l oder o/ = w-noth- 
wendigen Bedingungen zu genügen. Diese geben: 

Ä ( — cosm -f coshm) + C ( — sinm + sinhtn) = 
Ä ( sinm -\- sinhm) + C (— cosm -f- coshm) 

Gleichungen, deren Zusammenbestehen erfoTdert, dass: 
(coshm — cosm)^ = sinh^m — sin^m^ 

oder, kraft der Relation: 

cosh^m — sinh^m = 1 . . (6), 

cosm . coshm =1 . (7). 

Dieses ist die Gleichung, deren Wurzeln die zulässigen 
Werthe von m geben. Ist (7) erfallt, so sind die beiden in (5) 



= o}--<^)' 
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gegebenen Verhältnisse von Ä : einander gleich; jedes der- 
selben kann in (4) eingesetzt werden. Lassen wir den con- 
stenten Factor weg, so. haben wir far die Normalfunotipnen: 

u = {stn m — $tm m) {cos — + cosn — r 

— {cos m — cosh m) \sin-z — |- sinh — | . . . (8), 
oder, wenn wir es so vorziehen: 

u = (cosm — coshm) {cos-y- + ^^'^ ~f [ 

-f (sin m + sink m) \ sin — + sinh -r- i • • • (ö). 

Die einfache harmonische Componente dieses Typus wird aus- 
gedrückt durch: 

y = Pucos(^mH->rB\ (10). 

171. Die Schwingungszahl der betreffenden Schwingung 

ist - — r^ m*, worin h eine Geschwindigkeit darstellt, die nur 

von dem Material abhängt, aus welchem der Stab gebildet ist; 
m ist eine abstracte Zahl. Daher ändert sich bei einem 
gegebenen Material und einer gegebenen Schwingungsart 
die Schwingungszahl direct wie x — dem Qyrationradius des 
Querschnittes um eine senkrecht zur Biegungsebene stehende 
Axe — und umgekehrt wie das Quadrat der Länge. Diese 
Resultate hätten durch einen auf die Dimensionen gestützten 
Beweis vorausgesagt werden können, wenn in Betracht ge- 
zogen wäre, dass die Schwingungszahl nothwendiger Weise 
durch die Werthe von l und x h bestimmt wird — die ein- 
zigen, von Raum, Zeit und Masse abhängigen Grössen, 
welche in der Differentialgleichung auftreten. Ist Alles, was 
den Stab betrifft, gegeben, abgesehen von der absoluten Grösse, 
so variirt die Schwingungszahl umgekehrt wie die Linear- 
dimensionen. 
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Diese Gesetze finden eine wichtige Anwendung bei den 
Stimmgabeln, deren Zinken wie Stäbe schwingen, welche an 
denjenigen Enden befestigt, wo jene sich im Stiel vereinigen, 
und an den anderen Enden frei sind. Daher variiren die 
Schwingangsperioden der Gabeln von demselben Material und 
derselben Gestalt wie die Lineardimensionen. Die Periode 
ist annähernd unabhängig von der Dicke in der zur Bie- 
gungsebene senkrechten Richtung, variirt dagegen umgekehrt 
wie die Dicke in der Biegungsebene. Ist die Dicke gegeben, 
so ändert sich die Periode wie das Quadrat der Länge. 

Um die Tonhöhe einer Stimmgabel zu erniedrigen, können 
wir für augenblickliche Zwecke die Enden der Zinken mit 
weichem Wachs belasten, oder das Metall nahe an der Basis 
der Gabel wegfeilen, wodurch die Federkraft geschwächt wird. 
Um die Tonhöhe zu steigern, können die Enden der Zinken, 
welche dm*ch ihr Beharrungsvermögep wirken, abgefeilt werden. 

Der Werth von h erreicht sein Maximum beim Stahl, wo 
er ungefähr 5237 Meter in der Secunde ist Für Messing 
ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ungefähr in dem Ver- 
hältniss von 1,5 : 1 kleiner, so dass eine aus Messing angefer- 
tigte Stimmgabel etwa ein Quinte tiefer ist, wie eine aus Stahl 
verfertigte von denselben Dimensionen. ^ 

172. Für den Fall, dass beide Enden festgeklemmt sind, 
kann die Lösung unmittelbar aus der vorhergehenden durch 
eine doppelte Differentiation abgeleitet werden. Da y an 
beiden Enden den foIgen4en Endbedingungen genügt: 

^_n ^ — o 

so ist klar, dass t/' folgende Gleichungen erfüllt: 

,"=0. ^' = 0, 

welches die Bedingungen für ein festgeklemmtes Ende sind. 
Ueberdies wird die allgemeine Differentialgleichung durch y" 



t« 



296 TBANSVBBSALBOHWINGÜNGEN VON STÄBEN. 

auch erfüllte Daher können wir wie vorher, mit Vemach- 
lässigung eines constant^ Faotors, nehmen : ^ 

u = (sinm — sifihm) [cosx' — coshx*} 
— (cosm — cashm) {sinxf — sinha/) . . . (1), 

wahrend m durch dieselbe Gleichung wie vorher, n&mlich: 

Cosfnco8hin = l. . (2) 

gegeben ist. Wir sohliessen daraus, dass die Toncomponenten 
in beiden Fällen dieselbe Höhe haben. 

r 

In jedem Falle sind vier Punktsysteme vorhanden, welche 
durch das Verschwinden von y und dessen Derivirten be- 
stimmt sind« Dort wo y verschwindet, ist ein Knotenpunkt; 
wo y' verschwindet, ist ein Schwingungsbaucb, oder eine Stelle 
grösster Verschiebung; dort, wo y" verschwindet, befindet sich 
ein Inflexionspunkt, und dort, wo y gleich Null ist, eine Stelle 
grösster Erüiümung. Wo in dem ersten !^all (frei - frei) In- 
flexionspunkte und Punkte grösster Krümmung sind, befinden 
sich in dem zweiten Falle (festgeklemmt - festgeklemmt) resp. 
Knotenpunkte und Bäuche. Vice versa entsprechen die In- 
flexionspunkte und Punkte grösster Krümmung eines doppelt 
festgeklemmten Stabes, Knotenpunkten und Bäuchen eines 
Stabes, dessen Enden frei sind. 

173. Wir wollen jetzt die Schwingungen eines bei a? = 
festgeklemmten und bei x =:l freien Stabes in Betracht ziehen. 
Greifen wir auf das allgemeine Integral (1) des §. 170 zurück, 
so sehen wir, dass Ä und C wegen der Bedingungen bei a; = 
verschwinden, so dass: 

w = J8 (cosxf — coshaf) + D {sinx' — sitihxf): . . (1). 
Die hei x =:l noch übrigen Bedingungen geben: 

B ( cosm 4" coshm) + D (sinm +• sinkm) = 
B ( — sinm + sinhm) -f D (cosm + coshm) = j' 

woraus wir nach Vernachlässigung des constanten Factors 
erbalten; 
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u = (sinm + sinhm) Icos -= cosh — \ 

— (cos m + cosh m) Isin -z sitih -t* [ • • • " (2) 

oder: 

u = (cosm 4- coshm) | cos -r cosh — | 

-f- (sin m — sinh m) | sm -= sinh — 1 . . . (3), 

worin m eine Wurzel von: 

cosm . coshm +1 = (4) 

sein muBS. Die Perioden der Toncomponenten sind also in 

dem vorliegenden Problem verschieden von denen eines Stabes, 

dessen beide Enden festgeklemmt oder frei sind. Indessen 

stehen doch die Perioden dieser verschiedenen Fälle, wie wir 

gleich sehen werden, in naher Beziehung zu einander. 

Wird der Werth von u in (2) oder (3) zweimal differentiirt, 

so erf&llt natürlich das Resultat (u") die fundamentale Difieren- 

d^ d^ 

tialgleichung. Bei » = verschwinden -t-j w" und ^-j **"> ^®i 

d 
X = 1 verschwinden aber m" und -r- w". Die Function w" ist 

dx 

daher anwendbar auf einen Stab, der bei l festgeklemmt und 

bei frei ist, ein Beweis dafär, dass die Inflexionspunkte und 

die Punkte grösster Krümmung in der ursprünglichen Curve 

denselben Abstand von dem festgeklemmten Ende haben, wie 

respective die Knotenpunkte und Bäuche von dem freien Ende« 

174. In Ermangelung von Tabellen fiir die hyperbolischen 
Cosinusse oder ihrer " Logarithmen können die zulässigen 
Werthe von m auf folgende Weise berechnet werden. Nehmen 
wir zuerst die Gleichung: 

cosm coshm = 1 (1). 

1 

m muss sich offenbar, wenn es gross ist, dem Werthe - (2i'\-\)n 

I 

nähern, wo i eine ganze Zahl bedeutet. Nehmen wir: 
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»1=2(2»+ 1)«-(_1)'^ 



(2). 



SO wird ß positiv und vergleicbweise klein an Grösse sein. 
Setzen wir diesen Werth in (1) ein, so ergiebt sich: 

cotg- ß — ^ = ey«(2* + *>^e " <- 1>'^; 
oder wenn wir e%(3< + D?» gleich a nehmen: 

atang^ß^f^-y'ß 



(3), 



eine Gleichung, die durch successive Annäherung gelöst werden 

kann, nachdem t<mg — ß und &- ^^ ß nach aufsteigenden Po- 

tenzen der kleinen Grösse ß entwickelt sind. Als Resultat 
ergiebt sich: 

^^ +(- iyS + . . . (4)1), 



/J = - + (— !)•■ -^ 4- 



Sa* 



mit hinreichender Genauigkeit^ selbst wenn i = 1. 

Durch Ausrechnung der einzelnen Glieder erhält man: 
/Ji = 0,0179666 — 0,0003228 + 0,0000082 — 0,0000002 

= 0,0176518. 
^39 ßzi ßii ß$ werden noch einfacher gefunden. Nach ß^ giebt 
das erste Glied der Reihe ß bis auf sechs Stellen genau. Die 
folgende Tabelle enthält den Werth von ß^ den Winkel, dessen 

Bogenmaass ß ist, und den Werth von sin — /J, der später er- 
forderUoh sein.wird. . 

Frei -freier Stab. 




ß ausgedrückt inChraden, 
Minuten und Secunden 



8in-^ß 



1 
2 
3 

4 
5 



10" i X 0,176518 
IQ-: X 0,777010 
10~* X 0,335505 
10"", X 0,144989 
10-' X 0,626566 



10 O' 40,94" 
7f 40,2699" 
6,92029" 
0,299062" 
0,0129237" 



10 
10 
10 
10 
10 



— 2 



„ X 0,88258 
f X 0,38850 

* X 0,16775 

• X 0,72494 
' X 0,31328 



^) Dieser Process ist in etwas dem vouStrehlke befolgten ähnlich. 
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Die Werthe von >», welche (1) genügen, sind : 
mi = 4,7123890 + ft = 4,7300408 
m^ = 7,8539816 — ft = 7,8532046 
ms = 10,9955743 + Ä = 10,9956078 
^4 = 14,1371669 — /84 = 14,1371655 ' 
W5 = 17,2787596 + /J5 = 17,2787596 

wonach m *= -jr (2 t + 1) ?r bis auf sieben Decimalstellen 

genau ist 

Wir wollen nun die Wurzeln der Gleichung: 

casm coshm = — 1 (5) 

ins Auge fassen. 
Selen wir: 

m = I (2i — 1) « — (— ly« . . ... . (6), 

SO erhalten wir dasselbe Resultat wie vorher : 

1 

worin indessen: 

Hieraus geht hervor, dass die Reihe der Werthe von a die- 
selbe wie die von ß ist, wenn auch die entsprechetiden Indices 
nicht dieselben sind. Es ist: 

«2 = /*i, «3 = /Ja, . . • a^ + 1 = ßi 1). 

Wir haben also nur Oi zu berechnen, wof&r indessen die 
Reihe (4) nicht convergent genug ist Der Werth von «i 
kann durch Versuche aus der Gleichung: 

log cotg -^ «1 — 0,6821882 — 0,43429448 «1 = 

erhalten werden und findet sich als: 

«1 = 0,3043077. 



^) Diese Beziehung zwischen a und ß scheint bisher noch nicht be. 
merkt zu sein. 
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Eine andere Methode, durch welche Mi direct erhalten 
werden kann, wollen wir gleich angeben. 

, Die Werthe von m, die (5) genfigen, sind: 

mi = 1,5707963 + «i = 1,875104 
' m, = 4,7123890 — «, = 4,694737 
ms = 7,8539816 + «3 = 7,854758 
mt = 10,9955743 — «« = 10,995541 
i»5 = 14,1371669 + «5 = 14,137168 
m, = 17,2787596 — o« = 17,278759. 

Hiernach ist m fiost genau = — (2» — 1) jf. Die Schwingnngs- 

zahlen sind proportional m^ und stehen also für die höheren Töne 
nahezu in demselben Verhältnisse wie die Quadrate der ungeraden 
Zahlen. Indessen kann bei den Obertönen sehr hoher Ordnung 
die Tonhöhe durch die Rotationsträgheit, deren Wirkung hier 
vernachlässigt werden darf, ein wenig gestört werden. 

175. Da die Schwingungscomponenten eines Systems, 
welches der Zerstreuung nicht ausgesetzt ist, noth wendiger 
Weise einen harfnonischen Typus haben, so müssen alle Werthe 
von m\ welche der Gleichung: . 

cosm co5Ä»i =*+ 1 (1) 

genügen, reell sein. Wir sehen weiter, dass, wenn m eine 

Wurzel ist, dann auch — rn^m Y — 1, — m V — 1 Wurzeln 
sind. Daher haben wir, wenn wir zuerst das untere Zeichen 
nehmen: 

o (cosm coshm + 1) = 1 — 777 + 



2 ' ' ^ 12 • 12,35» 

=('-^)(>-S"' ■••<»^ 

Nehmen wir auf beiden Seiten den Logarithmus, ent- 
wickeln, und setzen die CoefiBcienten einander gleich, so haben 
wir: 
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^m* = T2' S 55 = TP • 35' **"• • • • ^^^- 

Das gilt für einen festgeklemmten -freien Stab. 

Von diesem also bekannten Werth von S vnr ® kann der 
Werth von iWi abgeleitet werden mit Hülfe der angenäherten 
Werthe von Wg, f»3-» • • . Wir finden: 

2w -8 = 0,006547621 



und 



mr 8 = 0,000004237 
mr « = 0,000000069 
mr ® = 0,000000005, 



woraus 
was 



1 — 



mr * = 0,006543310, 

fWj j= 0,1875105 giebt, wie vorher. 

Auf gleiche Weise haben wir, wenn beide Enden des 
Stabes festgeklemmt öder frei sind: 

ipi+-=('-3('-5^.)---«- 

^ X 1 

woraus: V!— 7 = ttt^ etc.; natürlich ist hier bei der Summa- 

tion die Null als Werth von m ausgeschlossen. 

176. Die Schwingungszahlen der Tonreihe sind propor- 
tional w^. Das Intervall zwischen irgend einem Ton und dem 
tiefsten der Reihe kann zweckmässig in Octaven und Bruch- 
theilen einer Octave ausgedrückt werden. Dieses erreicht man 
dadurch, dass man die Differenz der Logarithmen von m^ durch 
den Logarithmus von 2 dividirt. Die Resultate sind folgende : 



1,4629 


2,6478 


2,4358 


4,1332 


3,1590 


5,1036 


3,7382 etc. 


5,8288 etc. 



Hier bezieht sich die erste Columne auf die Töne eines Stabes, 
dessen beide Enden festgeklemmt oder frei sind; und die 
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zweite Columne aaf einen Stab, dessen eines Ende festgeklemmt, 
während das andere frei ist. Aus der zweiten Columne ergiebt 
sich also, dass der erste Oberton um 2,6478 Oetaven hoher 
als der tiefste Ton ist Der Bruchtheil l^ann auf mittlere 
halbe Töne durch Multiplieation mit 12 reducirt werden. Das 
obige Intervall ist darnach gleich zwei Oetaven + 7,7736 mitt- 
leren Halbtönen. Man bemerkt wohl, dass das Ansteigen der 
Tonhöhe viel rascher erfolgt, wie bei den Saiten. 

Ist ein Stab an einem Ende festgeklemmt und an dem 
andern Ende frei, so ist die Tonhöhe des tiefsten Tones gleich 
2 (log 4,7300 — log 1,8751) : log 2 oder um 2,6698 Oetaven 
tiefer, als wenn beide Enden eingeklemmt oder beide frei 
wären. 

177. Um die Curve, in welcher der Stab schwingt, näher 
zu untersuchen, wollen wir den Ausdruck für ee in eine Form 
transformiren , die für numerische Berechnung zweckmässiger 
ist, indem wir zuerst den Fall vornehmen, wo beide Enden frei 

sind. Da I» = -^ (2t -(- 1) or — ( — 1)«/?, so ist cosm=sinß 

und sin m ::= costJt X cosß) daher ist, wenn m eine Wurzel 
von cos m cosh »w = 1 ist, cosh m = cosec ß. 
Demnach haben wir: 

sinh^m = cosh^m — ^1 =^ tang^m = cdg^ß, 

oder, da cotgß positiv ist: 

sinhm = cotgß» 
Daher: 

sinm — sinhm 1 — cosinsinß 

cos m — cosh m cos ß 

{coS'-ß — cosiiisin—ß\ 
icos—ß — cosinsin-ßMcos-zß-^-cosinstn-ßj 

cos—ß cos in — stn— ß 
cos-rß cosiüt -{- sin— ß 
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Wir können daher für u mit Vernachlässigung des con- 
stanten Factors setzen: 

u = \C08-z ßcostn + sm -T ßj ism -= — h smh — y 

/ 1 p . 1 /i\ 1 nix . .fnx\ 

— (cöS— ßcostn — sin- ß] Icos -= — |- cosh — \ 



mx mx 

+ se« ~ /Se ' — cosincos—ße ' 



(1). 



Ziehen wir weiter den Factor V2 heraus und setzen ? = 1, 
so können wir setzen: 

t» = Fl + F, + Fa, 



wonn : 



Fl = cosinsin vmx — T ^ "+" « ( — O'/'f 



% Fa = mxloge + Zo^sm -z ß -- log V2 
log ± Fj = — mxloge -|- %«»« -^ ß -^ log Vs 



> • 



(2). 



Hieraus kann w für verschiedene Werthe von % und rc be- 
rechnet werden. 

Im Mittelpunkte des Stabes ist o; === ~ und ausserdem 
sind dort F2 und F3 numerisch einander gleich wegen 
e« = c(Ag — /J. Wenn t gerade ist, so fallen diese Glieder 

aus. Für Fi haben wir nämlich Fi = (— 1)' «t« ~ in^ welches 

gleich Null ist, wenn % gerade, und = i 1, wenn % ungerade. 

Ist f gerade, so verschwindet daher die Summe der drei 

Glieder und es befindet sich demgemäss im Mittelpunkt ein 

Knotenpunkt. 

(11 ) 

Ist a;=0, so reducirt sichte auf: -2(—iys«» t*~9(—1)'/'[i 

welches, da ß immer klein ist, zeigt, dass am Ende fdr keinen 
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Werth von i ein Knotenpunkt liegt. Wenn man einen langen 
Stahlstab (der z. B. in der Mitte festgehalten wird) san6b mit 
einem Hammer schlägt, während verschiedene Punkte auf der 
Länge des Stabes nach einander mit dem Finger berührt wer- 
den, so wird man eine ungewöhnliche Schwäche des Klanges 
bemerken, wenn man nahe an das Ende herankommt. 

178. Wir wollen jetzt einigie einzelne Fälle vornehmen: 

Schwingung mit zw'ei Knotenpunkten, i = 1. 

Ist i = 1, so ist die Schwingung die tiefste, welche der 
Stab annehmen kann. 

Unsere Formeln werden: 

Fi = — sin {ic(270o + 1» 0' 40,94") — 45o — 30' 20,47"} 

log Fa = 2,054231 x + 3,7952391 

log F3 = — 2,054231 X + 1,8494681, 

woraus die folgende Tabelle berechnet ist, welche die Werthe 
von w far a? gleich 0,00, 0,05, 0,10 etc. giebt. 

Die Werthe von u : u (0,5) far die zwischenliegenden 
Werthe von x (in der letzten Columne) sind mittelst Inter- 
polationsformeln gefunden. Sind 0, p, g, r, s, t sechs auf ein- 
ander folgende Glieder, so ist das zwischen q und r liegende : 

a + r . g + r — (j) + s) 
2 "^ 42 

+ J ja [4 + r - {p + 8)]-(p + s) + o + <j. 
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X 


Fr 


^2 


^8 


u 


u : u (0,5) 


0,000 


+ 0,7133200 


+ 0,0062408 


+ 0,7070793 


+ 1,4266401 


+ 1,645219 


0,025 


• • • 


• • • 


• • • 


• • • 


1,464176 


0,050 


0,5292548 


0,0079059 


0,5581572 


1,0963179 


1,263134 


0,075 


• • • 


• • • 


• • • 


• • • 


1,072162 


0,100 


0,3157243 


0,0100153 


0,4406005 


0,7663401 


0,8837528 


0,125 


• • • 


« • • 


• • • 


• • ■ 


0,6969004 


0,150 


+ 0,0846166 


0,0126874 


0,3478031 


0,4451071 


0,5133028 


0,175 


• • • 


• • • 


• • • 


• ■ • 


0,3341626 


0,200 


— 0,1512020 


0,0160726 


0,2746503 


-}- 0,1394209 


+ 0,1607819 


0,225 


• • • 


• • • 


• • • 


• • • 


— 0,0054711 


0,250 


0,3786027 


0,0203609 


0,2167256 


— 0,1415162 


0,1631982 


0,275 


• • • 


■ • • 


• • • 


• • • 


0,3109982 


0,300 


0,5849255 


0,0257934 


0,1710798 


0,3880528 


0,4476066 


0,325 


• • • 


• • • 


• • • 


• • • 


0,5714137 


0,350 


0,7586838 


0,0326753 


0,1350477 


0,5909608 


0,6815032 


0,376 


• • • 


• • • 


■ • • • 


■ • • 


0,7766629 


0,400 


0,8902038 


0,0413934 


0,1066045 


0,7422059 


0,8559210 


0,425 


• • • 


• • • 


• • • 


• « • 


0,9184491 


0,450 


0,9721635 


0,0524376 


0,0841519 


0,8355740 


0,9635940 


0,475 


• • • 


• • • 


• « • 


• 

• • • 


0,9908730 


0,500 


— 1,000000 


+ 0,0664285 


0,0664282 


— 0,8671433 


— 1,0000000 



Da die Schwingungscurve mit Rücksicht auf den Mittel- 
punkt des Stabes symmetrisch ist, so ist es nicht nöthig, die 

Fig. 28. 




Tabelle über x = 0,5 hinaus fortzusetzen. Die Curve selbst 
ist in Fig. 28 gezeichnet. 

Bayleigh, Theorie des SohaUei. 20 
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Um die Lage des Knotenpanktes za finden, haben wir 
durch Interpolation: 

0,1607819 



X = 0,200 + 



X 0,025 = 0,22418. 



0,1662530 

£0 ist dieses der Bmchtheil der ganzen Länge, um wel- 
chen der Knotenpunkt von dem nächsten Stabende entfernt ist. 

Schwingung mit drei Knotenpunkten i r= 2. 

Fl = mt {(4500 — 2' 40,27") rr — 45o + 1' 20,135"} 

log F2 = 3,410604 x + 4,4388816 
log (_ Fa) = — 3,410604 x + 1,8494850. 



X 


w : — « (0) 


X 


w : — w (0) 


0,000 


— 1,0000 


0,250 


+ 0,5847 


0,025 


0,8040 


0,275 


0,6374 


0,060 


0,6079 


0,300 


0,6620^ 


0,075 


0,4147 


0,325 


0,6569 


0,100 


0,2274 


0,350 


0,6245 


0,126 


— 0,0487 


0,375 


0,5652 


0,150 


+ 0,1175 


0,400 


0,4830 


0,176 


0,2672 


0,425 . 


0,3805 


0,20() 


0,3972 


0,450 


0,2627 


0,225 


0,5037 


0,475 


0,1340 






0,500 


0,0000 



In dieser Tabelle sind, wie vorher, die Werthe von u 
direet für % —. 0,000, 0,050, 0,100 etc. berechnet und für die 
da/Avischon liegenden Werthe interpolirt worden. Für die 
Luge des Knotenpunktes giebt die Tabelle durch gewöhnliche 
Interpolation: % = 0,132. Berechnen wir diese Lage nach 
der obigen Interpolationsformel, so finden wir: 

11 (0,1321) = — 0,000076, 
^ (0,1322) = + 0,000881, 
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woraas x = 0,132108, in Uebereinstimmung mit dem von 
Strehlke erhaltenen Resultat. Der Ort des grössten Aus- 
schlages kann aus der derivirten Function gefunden werden. 
Wir erhalten: 

u! (0,3083) = + 0,0006077, «' (0,3084) = — 0,000227, 

woraus : 

u' (0,308373) = 0. 

Daher ist u ein Maximum, wenn x = 0,308373. Es er- 
reicht dann u den Werth 0,6636, der, wie bemerkt werden 
muss, viel geringer wie die Excursion am Ende ist. 

Die Schwingungscurve ist in Fig. 29 gezeichnet. 

Fig. 29. 




Schwingung mit vier ^Knotenpunkten, i = 3. 
Fl = ^ sin {(6300 + 6,92") a? — 45« — 3,46"}, 

, log Fi = 4,775332 x + 5,0741527, 

log JV = — 4,775332 x + 1,8494850.- 

Hieraus ergiebt sich u (0) = 1,41424, u (|) = 1,00579. 
Die Lage dör Knotenpunkte wird durch Versuchen leicht er- 
halten. So ist: 

u (0,3558) = — 0,000037, u (0,3559) = + 0,001047, 
woraus u (0,355803) = 0. Der Werth von x für den nahe 
am Ende liegenden Knotenpunkt ist 0,0944 (Seebeck). 

Die Lage des Schwingungsbauches wird am besten aus 
der derivirten Function gefunden. Es ergiebt sich, dass u' = 0, 
wenn x = 0,2200, und dann ist w = — 0,9349. Es befindet. 

Fig. 30. 




sich ebenso im Mittelpunkte ein Bauch; indessen ist hier der 
Ausschlag nicht so gross, wie an den beiden anderen Stellen. 

20* 
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Wir gaben, dass im Mittelpunkte des Stabes F^ and F^ 
nameriscb einander gleicb sind. In der Nähe der Mitte ist Fz 
augenscheinlich sehr klein, wenn i massig gross ist; daher re- 
ducirt sich die Gleichung ftir die Knotenpunkte annähernd auf: 

wo n eine ganze Zahl bedeutet Verlegen wir den Anfangs- 
punkt in den Mittelpunkt des Stabes, und ersetzen wir m durch 

seinen Näherungswerth o (2 » + 1) ^r, so finden wir: 

X j: 2 n — f 

T ~ 2i + 1 ' 

die Formel zeigt, dass nahe dem Mittelpunkte des Stabes die 
Knotenpunkte gleichmässig vertheilt sind; das Intervall zwischen 
auf einander folgenden Knotenpunkten ist 2 ? : (2 i -f- 1). Die- 
ses theoretische Resultat wurde durch die Messungen von 
Strehlke und Lissajous bestätigt. 

In Betreff der Annäherungsmethoden, die auf Knoten- 
punkte nahe den Enden anwendbar sind, wenn i grösser als 3 
ist, verweise ich den Leser auf die schon in §., 160 erwähnte 
Arbeit von Seebeck und auf Donkin's Akustik (S. 194). 

179. Die Berechnungen werden sehr einfach für einen 
am einen Ende festgeklemmten und am andern Ende freien 
Stab. Ist u a F, und F = Fi -{- F^ + F^^ bo haben wir all- 
gemein : 



Fl = cos 



1 1 ) 

mx + -n +-{— lyaj, 



F, = i—^8in^aejn^; F, = ^ ^^ cos^ «.— -. 

Ist t = 1, so erhalten wir für die Berechnung der tiefsten 
Schwingungscurve : 

Fl = C08 l— «lajo + 450 — 80 43,06654, 

log (— Fa) = mxloge + T,0300909, 
log (— F^) = --^ mxioge + 1,8444383. 
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Diese Werthe geben Folgendes: 
F( 0) = 0,000000, F (0,6) = 0,743452, 

F (0,2) = 0,102974, F (0,8) = 1,169632, 

F (0,4) = 0,370625, F (1,0) = 1,612224, 

woraus Fig. 31 construirt ist. 

Fig. 31. 
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Die Abstände der Knotenpunkte von dem freien Ende 
bei einem am andern Ende festgeklemmten Stabe sind von 
Seebeck und Donkin angegeben zu: 
2*^ Ton 0,2261, 
3'«- Ton 0,1321, 0,4999, 
4'*^ Ton 0,0944, 0,3558, 0,6439, 

1,3222 4,9820 9,0007 4j — 3 4i— 10,9993 



«'^ Ton 



4i — 2'4i— 2'4i--2' 4» — 2' 4f— 2 
4*— 7,0175 



werden, dass 



4* — 2 

„Die letzte Reihe in dieser Tabelle muss so aufgefasst 

4 j — 3 

rp ^ den Abstand des jten Knotenpunktes 

von dem freien Ende bedeutet, mit Ausnahme der drei ersten 
und der zwei letzten Knotenpunkte." 

Sind beide Enden frei, so ist der Abstand der Knoten- 
punkte von dem nächsten Ende: 

1'«- Ton 0,2242, 

2*^ Ton 0,1321, 0,5, 

S'^ Ton 0,0944, 0,3558, 

iter Tnn ^>^^^'^ ^^9820 9,0007 4; - 3 
4i + 2' 4t + 2' 4f + 2' 4i-f 2* 

Die Inflexionspunkte f5r einen frei-freien Stab (welche 
den Knotenpunkten eines festgeklemmt-festgeklemmten Stabes 
entsprechen) hat Seebeck gleichfalls angegeben: 
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1'«' Punkt 



2*^ Punkt 



X*«' Punkt 



1'«- Ton 

2'«- Ton 

S'"- Ton 

i*" Ton 



Kein Inflexionspunkt 



0,5000 

0,3593 

5,0175 
4e + 2 



8,9993 
4i + 2 



4y + 1 
4*4-2 



Mit Ausnähme der äussersten Knotenpunkte (welche kei- 
nen entsprechenden Inflexionspunkt haben) treten Knoten- 
punkte und Inflexionspunkte stets sehr nahe bei einander auf, 

180. Der Fall, wo das eine Ende eines Stabes frei ist 
und das andere gehalten wird, braucht nicht besonders unter- 
sucht zu werden, da derselbe auf den Fall eines Stabes mit 
zwei freien Enden, der in einer geraden Art schwingt, 
d. i. mit einem Knotenpunkt in der Mitte, zurückgeführt wer- 
den kann. Denn in dem mittelsten Knotenpunkte verschwin- 
den y und y, und das sind gerade die Zustandsbedingungen 
für ein gehaltenes Ende. Auf gleiche Weise sind die Schwin- 
gungen eines festgeklemmten-gehaltenen Stabes dieselben wie 
die der einen Hälfte eines Stabes, dessen beide Enden fest- 
geklemmt sind und der mit einem Knotenpunkt in der Mitte 
schwingt. 

181. Die letzte von den sechs Combinationen in Bezug 
auf die Endbedingungen ist die, wo beide Enden unterstützt 
sind. Mit Rücksicht auf (1) §. 170 sehen wir, dass die Bedin- 
gungen bei a; = ergeben: J. = 0, 5 = 0, so dass: 

u = (G + D) sinx' + (C — 2>) sinhx'. 

Da u und w" verschwinden, wenn a;' = w, so ist C — D=0 
und sinm = 0. 

Daher lautet die Lösung: 



y = sin -TT- cos — — — t 



l 



P 



(IX 



LAGE DER KNOTENPUNKTE. 311 

WO i eine ganze Zahl ist. Natürlich kann ein beliebiger con- 
stanter Factor vorgesetzt und zu t eine Constante hinzugefugt 
werden. 

Die Normalcurven sind, wie sich hieraus ergiebt, dieselben, 
wie die bei einer Saite, welche zwischen zwei festen Punkten 
ausgespannt ist; indessen ist die Reihenfolge der Töne eine 
vollständig verschiedene, da die Schwingungszahlen sich mit 
dem Quadrate von i ändern. Die Knotenpunkte und In- 
flexionspunkte fallen zusammen; die Bäuche (welche zugleich 
die Punkte grösster Krümmung sind) halbiren den Abstand 
zwischen den Knotenpunkten. 

182. Die Theorie des schwingenden Stabes kann ver- 
wandt werden zur Illustration des allgemeinen Princips, dass 
die natürlichen Perioden eines Systems die Maximum- oder 
Minimum-Bedingungen erfüllen und dass die grösste der natür- 
lichen Perioden jede andere an Grösse überwiegt, welche durch 
Veränderung des Typus erhalten werden kann. Wir wollen 
annehmen, die Schwingungscurve eines festgeklemmt-freien 
Stabes sei dieselbe, in welche der Stab von selbst übergehen 
würde, wenn er durch eine an seinem freien Ende angreifende 
Krafl verbogen wäre. Als Gleichung dieser Curve kann ge- 
nommen werden: 

y = — 3lx^ -\- x\ 

welche der Bedingung -r~ = an allen Stellen genügt, und 

y und y' bei o? = 0, dagegen y bei l verschwinden lässt. Also 
ist, wenn die Gestalt des Stabes zur Zeit t durch: 

' y = (— 3?a;2 + x^) cospt (1) 

gegeben wird, die potentielle Energie nach (1) §. 161 gleich 

6 qx^ cdP cos^ pt^ während die kinetische Energie gleich 

33 140 Tt^h^ 

— QcoVp^sin^pt ist. Daraus folgt: p^ = -jz — n~* ^^^ ^^^ 

Pi (der wahre Werth von p für den tiefsten Ton) gleich: 

^ X (1,8751)», 
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SO daM: 

Pi'.p = (1,8751)» y ^ = 0.98556. 

Es ergiebt sich hieraus, dass die wirkliche Höhe des tief- 
sten Tones etwas niedriger (wenn auch yerh^tnissmSssig wenig) 
ist, als die aas dem hypothetischen Typus berechnete. Wir haben 
zu bemerken, dass der in Frage stehende hypothetische Typus 
die Endbedingung ^" = verletzt. Dieser Umstand hat in- 
dessen mit der Anwendung des Princips nichts zu thun. denn 
der angenommene Typus kann ein beliebiger von allen denen 
sein, welche als Änfangsconfiguration zulässig sind; der Um- 
stand hat aber die Bedeutung, dass dadurch eine sehr nahe 
Uebereinstimmung der Perioden vermieden wird. 

Wir können eine bessere Annäherung erwarten, wenn 
wir unsere Berechnung auf die Curve gründen, in welche der 
Stab durch eine Kraft gebogen wird, die in einem etwas vom 
freien Ende entfernten Punkte angreift, so dass zwischen die- 
sem Punkte (x = c) und dem freien Ende der Stab gerade 
sein wird und daher ohne potentielle Energie. Daher ist 

die potentielle Energie des ganzen Stabes = 6 qx^ cjc^ cos^ pt 

Die kinetische Energie kann aus dem Werthe ^von y 
leicht durch Integration gefunden werden. 
Von bis c ist: 

^ = — 3 cx^ + x\ 
und von c bis Z: 

y = c^ (o — Sx). 

Dieser Werth kann leicht aus dem Umstand gefolgert 
werden, dass y und y' hei x = c nicht plötzlich ihr Zeichen 
ändern dürfen. Das Resultat lautet: 

kinetische Energie = q cop^sin^pt \^c''+\ c* (l — c) (c» + 3 P)V 
woraus: 

Der Maximalwerth von 1 : p^ tritt ein, wenn der Angriffs- 
punkt der Kraft nahe bei dem Knotenpunkte der zweiten 
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3 

Norraal-Schwingungscomponente liegt. Setzen wir c = -- ?, 

4 

so erhalten wir ein Resultat , welches in der musikalischen 
Scala zu hoch ist und zwar um das durch das Yerhältniss 
1 : 0,9977 gegebene Intervall; demnach kommt das Resultat 
der Wirklichkeit sehr nahe. Dieses Beispiel kann uns eine 
Idee davon geben, wie nahe richtig die Periode eines schwin- 
genden Systems durch einfache Mittel ohne Lösung von Differen- 
tial- oder transcendenten Gleichungen berechnet werden kann . 
Die eben betrachtete Schwingungsart ist die, welche ein 
Stab wirklich einnehmen würde, wenn er selbst ohne Trägheit 
wäre , aber an seinem freien Ende ein Gewicht M trüge , vor- 
ausgesetzt, dass die Rotationsträgheit von M vernachlässigt 
werden könnte. Wir würden dann in der That haben : 

so dass: 

3gx^ 

Selbst wenn die Trägheit des Stabes im Verhältniss zu M 
nicht ganz zu vernachlässigen ist, so können wir doch noch den- 
selben Typus als Basis einer angenäherten Rechnung nehmen; 

7= eqx^coP Cosopt, 



woraus: 



P /., . 33 



{m+-^9<^i) (4), 



p^ 3qK^(0 

d. h. M muss um ungeföhr ein Viertel der Masse des Stabes 
vergrössert werden. Da das Resultat genau ist, wenn M gleich 
unendlich, und da es, selbst wenn Jf = 0, nicht viel von der 
Wirklichkeit abweicht, so kann man sagen, dass es im Allge- 
meinen als Annäherung anwendbar ist Der Fehler wird stets 
der Art sein, dass die Tonhöhe sich zu hoch ergiebt. 

183. Die Vernachlässigung der Rotationsträgheit von M 
kann indessen unter den gewöhnlichen Versuchsbedingungen 
nicht gerechtfertigt erscheinen. Es ist leicht, sich einen Fall 
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vorzustellen (wenn auch nicht denselben auszufuhren), wo die 
Verschiebungsträgheit im Vergleich zu der Rotationsträgheit 
vernachlässigt w^erden kann; das wäre dann das entgegen- 
gesetzte Ei^trem von dem vorher betrachteten Falle. Sind 
beide Arten von Trägheit in der Masse M eingeschlossen , so 
besitzt das System, selbst wenn die Trägheit des Stabes ganz 
vernachlässigt wird, zwei von einander verschiedene und un- 
abhängige Sch^ngungsperioden. 

Es mögen z und %" die Werthe von y und — bei a? = Z 

bezeichnen. Die Gleichung der Curve des Stabes ist dann: 

Zz — 1%^ ^ . l^ -- 2z , 

y p * -r ^3 •«'9 

und: 

während wir für die kinetische Energie haben : 

T=\m^^ + \M7t'^%'^ (2). 

x' ist der Gyrationsradius von M um eine senkrecht zur 
Schwingungsebene stehende Axe. 

Die Bewegungsgleichungen lauten demnach: 



M9 + %, (6^—3Z^)=0 

Mx'^^ + %^ (— 3lz + 2P^) = 



. . (3), 



^3 

woraus wir, wenn z und d" sich wie cospt ändern, erhalten: 

entsprechend den beiden Perioden, welche stets von einander 
verschieden sind. 

Vernachlässigen wir die Rotationsträgheit, indem wir x'=0 
setzen , so kommen wir auf unser früheres Resultat : 

zurück. Der andere Werth von p^ ist dann unendlich. 
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Ist x' : l nur klein, so dass die höheren Potenzen vernach- 
lässigt werden können, so ist: 

4gx«(o / 9 W^ 



P' = 



3qx^(o /, 9 x'» 



(• - 1 t1 



Ist auf der andern Seite x'^ sehr gross, so dass Rotation 
verhütet wird, so ist: 

Der letztere Werth ist sehr klein. Es ergiebt sich aus 
Obigem, dass wenn Rotation verhindert ist, die Tonhöhe um 
eine Octave höher ist, als wenn überhaupt keine Rotations- 
trägheit vorhanden wäre. Diese Schlüsse könnten eben so 
direct aus den Differentialgleichungen gefolgert werden; denn 
wenn x' = oo, ist O* = 0, und dann: 

■ Ti^i. I 12gx2G> 

Ist dagegen x' == Oj so ist nach der zweiten der Gleichun- 

3 
gen (S) d^ = —- z und in diesem Falle: 

Ti>r- , 3gx2öJ ^ 

MÜ -\ ^rr— ^ = 0. 

184. Wird einem Stabe an einem Ende etwas hinzu- 
grfügt, so wird die Schwingungsperiode verlängert. Ist das 
fragliche Ende frei, so wollen wir zunächst annehmen, dass das 
hinzugefügte Stück keine Trägheit besitzt. Da dann weder in 
der potentiellen noch in der kinetischen Energie eine Aende- 
rung eintreten würde, so bliebe die Tonhöhe unverändert; in 
dem Verhältnisse aber, wie das hinzugefügte Stück Trägheit 
annimmt, fallt die Tonhöhe (§. 88). 

Auf dieselbe Weise würde eine kleine Verlängerung eines 
Stabes über ein festgeklemmtes Ende hinaus ohne Wirkung 
sein, da diese Verlängerung keine Bewegung annehmen würde. 
Gleichfalls wird keine Aenderung eintreten, wenn das neue 
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Ende auch festgeklemmt wird; wird hingegen die erste Fest- 
klemmnng gelockert, so fallt der Ton in Folge der Verringe- 
rang an der potentiellen Energie einer gegebenen Defor- 
mation^ 

Der Fall eines „gehaltenen'' Endes ist nicht ganz so ein- 
fach. Es sei das ursprüngliche Ende des Stabes Ä^ das an- 
gefügte Stück, das wir zunächst ohne Trägheit annehmen wol- 
len , sei A B* Im Anfange möge das Ende A befestigt oder 
gehalten werden, wenn wir es lieber so auffassen wollen, durch 
eine Feder von unendlich grosser Steifheit. Wir wollen an- 
nehmen, diese Feder, welche keine Trägheit besitzt, werde all- 
mälig abgespannt. Während dieses Vorganges nimmt die 
Bewegung des neuen Endes B ab, und bei einem gewissen 
Grade der Abspannung kommt B zur Ruhe. Die Tonhöhe fallt 
dabei. B^ welches nun in Ruhe ist, kann als fest geworden 
angesehen werden; die Wegnahme der Feder bei A zieht ein 
weiteres Fallen in der Tonhöhe nach sich, welches noch ver- 
stärkt wird, wenn AB Trägheit annimmt. 

185. Ein Stab, der nicht ganz gleichförmig ist, kann nach 
der allgemeinen Methode des §. 90 behandelt werden. Wir 
haben mit der dort angenommenen Bezeichnungsweise : 



dx^J 



ar= I QCJQUr^dXy dttr = f ÖQfOUr^dXy 



woraus, wenn JPr der uncoragirte Werth von pr ist, folgt: 



Pr' = -Pr» 



1 + 



ßK^y^'' z*^"'«' 



jBo C^J ^^ JQfOoUr^dx 



= Pr' 



föBu^r^Sx fSQCJUr^dx 
1+^ "^ . \ . . (1). 



/"' 



^dx 



Q^o / Ur^dx 
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Z. B. ist, wenn der Stab bei festgeklemmt und bei { 
frei ist: 

, Bofn^ [, , 4 rdB „^ ^ 4 /"dp© ,^ 1 

Dieselbe Formel lässt sich auf einen doppeltfreien Stab 
anwenden. 

Die Einwirkung eines kleinen Gewichtes dM ist daher 
gegeben durch: 

worin M* die Masse des ganzen Stabes bedeutet Ist das Ge- 
wicht am Ende, so ist seine Wirkung dieselbe wie die einer 
Verlängerung des Stabes in dem Verhältniss von M' : M* -|- dM 
(vergleiche §. 167). 

186. Dasselbe Princip kann dazu verwandt werden, die 
Correction zu berechnen, welche von der Rotationsträgheit 
eines gleichförmigen Stabes herrührt. Wir haben nur ausfin- 
dig zu machen, welcher Zuwachs der kinetischen Energie 
ertheilt werden muss bei der Annahme, dass der Stab nach 
demselben Gesetze schwingt, welches sich ergeben würde, wenn 
keine Rotationsträgheit vorhanden wäre. 

Wir wollen z. B. den Fall eines Stabes nehmen, der bei 
festgeklemmt und bei l frei ist, und annehmen, dass die 
Schwingung von folgendem Typus ist: 

y = ucospt, 

wo u eine der in §. 179 untersuchten Functionen darstellt. 
Die kinetische Energie der Rotation ist: 

i 



nach (2) §. 165. 



= ^^ — sin^pt (2uu' + mu^% 

o ( 
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Hierzu miiss hinzugefügt werden: 

i 

QO 
"2" 



p^sin^pt I u^dx oder ^— p^sin^ptui\ 
b 
so dass die kinetische Energie in dem Verhältnisse: 

vergrössert wird. 

Die geänderte Schwingungszahl steht zu der, welche ohne 
Rücksichtnahme auf die Rotationsträgheit berechnet wird, in 
einem Verhältnisse, welches die Quadratwurzel von dem reci- 
proken Werth des vorhergehenden Ausdrucks ist. Daher: 

Mittelst der Relationen cosh m = — sec m^ sink m 

= cosiTt.tangm können wir, wenn a? = Z ist, — in folgender 

u 

Form ausdrücken: 



u' — sinm cosoc 



u cos i 7t -^ cosm 1 — cos in: sin oc 
wobei m durch folgende Gleichung bestimmt ist: 

m = ^(2i -— 1) ITT — (— 1)« a. 

Beim tiefsten Ton ist cc = 0,3043 oder in Graden und 
Minuten ausgedrückt, a = 17^26', woraus: '' 



=- = 0,73413, 2 ~ + m ^ = 2,4789. 



Daher: 

p:P=l - 2,3241 ^' (2), 

welches für den tiefsten Ton die Correction für die Rotationtf- 
trägheit giebt. 

Schon bei massiger Grösse der Ordnungszahl des Tones 
ist u sehr klein und dann ist: 

u' : u merklich = 1, 
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und 

p:P=l-(^l+-j— (3). 

Diese Relation zeigt, dass die Correction mit der Ordnung 
der Componenten an Bedeutung zunimmt. 
• Bei allen gewöhnlichen Stäben ist x : l sehr klein; das 
von dem Quadrate dieses Ausdrucks abhängige Glied kann 
dann, ohne merklichen Irrthum vernachlässigt werden. 

187. Wenn die Starrheit und Dichte eines Stabes längs 
des letzteren von Punkt zu Punkt sich ändern, so können die 
Normalfunctionen im Allgemeinen analytisch nicht ausgedrückt 
werden ; jedoch kann die Natur derselben nach den Methoden 
von Sturm und Lionville, welche in §. 142 aus einander 
gesetzt sind, untersucht werden. 

Bedeutet wie in §. 162 £ den variablen Biegungs wider- 
stand in irgend einem Punkte des Stabes, ferner Qddx die 
Masse des Elementes, dessen Länge dx ist, so finden wir für 
die allgemeine Differentialgleichung : 

d^ f^d^y\ , d^y 

wobei die Wirkungen der Rotationsträgheit vernachlässigt sind. 
Nehmen wir an, dass ycccosvt^ so erhalten wir als Bestim- 
mungsgleichung für die Form der Normalfunctionen : 

■Ä(-ä^)=--' ■ ■«• 

worin v'^ durch die Endbedingungen auf Werthe aus der un- 
endlichen Reihe von endlichen Grössen Vi^, 1^2^? ^3^ * * ' ^^' 
schränkt ist. 

Wir wollen z. B. annehmen, dass der Stab an beiden 

d y 
Enden festgeklemmt ist, so dass die Endwerthe von y und — 

Ü X 

verschwinden. Die erste Normalfunction, für welche v^ seinen 
niedrigsten Werth Vi^ hat, besitzt keine innere Wurzel, so dass 
die Schwingungscurve ganz auf der einen Seite der Gleich- 
gewichtslage liegt. Die zweite Normalfunction hat eine innere 
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Wurzel, die dritte Nomudfiinction hat zwei ionere WorzelD, 
und allgemein besitzt die rte Functioii r — 1 innere Wurzeln. 

Jedes Paar von verschiedenen Normalfanctionen ist con- 
jagirt^ d.h. ihrProdnct verschwindet, wenn es mit Qadxmvl'- 
tiplicirt and über die ganze Länge des Stabes integrirt wird. 

Wir wollen die Anzahl von Wurzeln einer Function / {x) 
von der Form: 

untersuchen, die von einer endlichen Zahl von Normalfunctio- 
nen zusammengesetzt ist Die Function von der niedrigsten 
Ordnung soll u» (o?) sein und die von der höchsten Ordnung 
Un (x). Ist die Anzahl der inneren Wurzeln von / {x) gleich ft, 
so dass im Ganzen ft 4" ^ Wurzeln vorhanden sind, so kann die 
derivirte Function /' (o?) nicht weniger wie fi + 1 innere Wurzeln 
ausser zwei Wurzeln an den Enden haben; die zweite derivirte 
Function kann nicht weniger wie f* + 2 Wurzeln besitzen. 
Wird die letztere Function mit B multiplicirt, so können keine 
Wurzeln verloren gehen ; eine weitere doppelte Differentiation 
wird mindesten» ^ innere Wurzeln zurücklassen. Daher fol- 
gern wir aus (2) und (3), dass: 

Vm^ VmUfni^) + V^ + l'^m + l ^m + 1 («?) H + n^9«t*„(a;) . . (4) 

mindestens so viel Wurzeln wie / {x) hat. Da (4) eine Func- 
tion von derselben Form wie / {x) ist, so kann dasselbe Argu- 
ment wiederholt und eine Reihe von Functionen erhalten wer- 
den, von denen jedes Glied mindestens eben so viel Wurzeln 
wie/(a?) hat Man erhält schliesslich, wenn diese Operation, 
durch welche (4) von (3) abgeleitet wurde, hinreichend oft 
wiederholt wird, eine Function, deren Form so wenig, wie wir 
wollen, von der der Normal-Functionscomponente Un (x) mit 
der höchsten Ordnung abweicht; wir sohliessen hieraus, dass 
/ («) nicht mehr wie n — 1 innere Wurzeln haben kann. In 
gleicher Weise können wir beweisen, dass/ (») nicht weniger 
wie m — 1 innere Wurzeln besitzen kann. 

Die Anwendung dieses Theorems auf den Nachweis der 
Möglichkeit der Entwickelung einer beliebigen Function in 
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eine unendliche Reihe von Normalfunctionen würde genau 
wie in §. 142 ausgeführt werden. 

188. Ist der Stab, dessen seitliche Schwingungen betrach- 
tet werden sollen, einer Längsspannung unterworfen, so setzt 
sich die potentielle Energie jeder Configuration aus zweiThei- 
len zusammen, von denen der erste von der Steifigkeit abhängt, 
die sich der biegenden Kraft direct widersetzt, und die zweite 
von der Reaction gegen die Ausdehnung, welche eine noth- 
wendige Begleiterin der Biegung ist, wenn die Enden Knoten- 
punkte sind. Der zweite Theil ist der potentiellen Energie 
einer gebogenen Saite ähnlich; der erste ist von derselben 
Art wie der, mit welchem wir uns bis jetzt in diesem Capitel 
beschäftigt haben , obgleich derselbe nicht ganz unabhängig 
von der permanenten Spannung ist. 

Fassen wir die Ausdehnung einer Faser des Stabes mit dem 
Querschnitt dca ins Auge, fiir welche die Projection ihres Ab- 
standesvonderAxe auf die Schwingungsebene gleich i] ist. Da 
die Querschnitte, welche ursprünglich zur Axe normal waren, 
während der Biegung normal bleiben, so steht die Länge der 
Faser zu dem entsprechenden Element der Axe in dem Ver- 
hältniss: R -\- rj : B, wo R der Krümmungsradius ist. Nun 
ist die Axe selbst in dem Verhältniss 2:3+ T ausgedehnt 
von dem ungestreckten Zustand an gerechnet, wenn Tca die 
ganze Spannung bedeutet, welche der Stab erleidet. Daher 
ist die thatsächliche Spannung der Faser: 



{r + I (T + a)} dc3. 



woraus wir fSr das Drehungsmoment des gegen den Quer- 
schnitt wirkenden Kräftepaares finden: 

und für die ganze von der Steifheit herrührende potentielle 
Energie : 

1 (g + T) ^^'>>f($S)ä<c (1). 

Bayleigh, Theorie des Schalles. 21 
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«tJi Atutdmek^ weUher von dem froher (§. 162) benutzten 
dareh die Emtetzang rcn q -i- T statt q abweidit. 

Da ^ die Spannong ist, welehe daza erfordert wird, 
einen Stab mit dem Qaerschnitt Eins ^nf das Doppelte seiner 
natArliehen Länge zu bringen^ so ist es klar, dass in den mei- 
sten praktischen Fällen T im Vergleich mit q vemachlässigt 
werden darf. 

Der Ansdmck (l) giebt die Arb^eit an, welche während 
der Streckung des Stabes gewonnen wörde, wenn die Länge 
eines jeden Elementes der Axe während des Vorganges con- 
stant erhalten würde. Wird aber einem gestreckten Stabe 
oder Saite gestattet, aas einer verschobenen Lage in die Datnr- 
liche überzagehen, so nimmt die Länge der Axe ab. Der Be- 
trag der Abnahme ist — / (t") ^^ ^^^ ^^^ entsprechende 
Gewinn an Arbeit: 



I -/(© - 



Daher ist: 



Die Variation des ersten Theiles, welche von einer hypo- 
thetischen Verschiebung herrührt, ist in §. 162 gegeben. Für 
den zweiten Theil haben wir: 

In allen den Fällen, welche wir zu beachten haben, ver- 
schwindet dy an den Grenzen, Die allgemeine Differential- 
gleichung ist doragemäss: 

oder, wenn wir q -{- T = 6*9, T = a^g setzen: 

x»fi..^--^!^\_«.£!^ + ;?Ü? = o (4) 
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Wegen einer noch detaillirteren Untei'suchung dieser 
Gleichung verweise ich den Leser auf die Arbeiten von 
Clebsch^) und Donkin. 

189. Sind die Enden des Stabes oder Drahtes fest- 

dy 
geklemmt, so ist— = und die Endbedingungen ^ sind erfüllt. 

Ist die Art der Unterstützung eine solche, dass an dem Ende, 
während dasselbe durch äussere Gebundenheit zu einem Knoten- 
punkt gemacht wird, kein auf den Stab wirkendes Kräftepaar vor- 

banden ist, so muss -r-^ verschwinden , d. h. das Ende muss 

gerade sein. Eine derartige Annahme wird gewöhnlich ge- 
wählt als Darstellung des Falles, wo eine Saite über Stege 
ausgespannt ist, wie in vielen musikalischen Instrumenten; es 
ist aber klar, dass der Theil der Saite über den Steg hinaus 
an der Schwingung Theil nehmen muss und dass deshalb seine 
Länge nicht ein Etwas ist, welches keinen Einfluss hat. 

Nehmen wir in der allgemeinen Differentialgleichung y 
porportional cosnt^ so erhalten wir: 

welcher Gleichung offenbar Genüge gethan wird durch: 

y = stm -j- cosnt (2), 

wenn i zweckmässig bestimmt wird. Dieselbe Lösung bringt 
y und y' an den Enden zum Verschwinden. Durch Einsetzung 
dieses Werthes in (1) erhalten wir für w: 

2 — !!^ a2Z2 4- J23g2x252 

^ — 22 ^2 _|_ iin^x^ ; ^ ^» 

welcher Ausdruck die Schwingungszahl bestimmt. 

Nehmen wir den Draht als unendlich dünn, so ist 
w2 = i^Tt^a^iP^ dasselbe, was wir inCapitelVI fanden, indem 
wir von der Annahme einer vollkommenen Biegsamkeit aus- 



1) Theorie der Elasticität fester Körper. Leipzig 1862. 

21* 



324 TBAN8VEÄSAL8CHWINGÜNGEN VON BTABEK. 

gingen« Behandeln wir x : l als eine sehr kleine Grösse, so 
ist der angenäherte Werth von n: 

FQr einen Draht von kreisförmigem Querschnitt mit dem 
Radios r ist x* = — r*; ersetzen wir h und a durch ihre Aus- 

4 

drücke in Werthen von g, T und r, so erhalten wir: 

^=— r + T-T^T/ ^^^' 

welches die Correction wegen der Steifigkeit ^) giebt Da der 
Ausdruck in der Klammer i enthält, so ist es klar, dass die 
harmonische Relation zwischen den Toncomponenten durch 
die Steifigkeit gestört wird. 

190. Die Untersuchung der Correction wegen der Stei- 
figkeit ist, wenn die Enden des Drahtes festgeklemmt sind, 
nicht so einfach wegen der Aenderung im Typus, welche nahe 
bei den Enden eintritt. Um von dem in dem vorigen Ab- 
schnitt behandelten Fall zu dem ebengenannten überzugehen, 
muss eine hinzukommende Gebundenheit eingeführt werden, 
welche die Wirkung einer noch weiteren Erhöhung der Tonhöhe 
hat. Das Folgende enthält in der Hauptsache die Untersuchung 
von Seebeck und Donkin. 

Wird die Rotation strägheit vernachlässigt, so lautet die 
Differentialgleichung : 

^^^-l^^'-,-^)y = o (1), 

wo i) fär -j- eingesetzt ist. In der Gleichung: 
2)4 - JL 2)2 _ J^ = 

Ot^h^ &3x2 

muss einer der Werthe von D^ positiv sein, und der andere 
negativ. Wir können daher setze»; 



(• 



^) Donkin's Acoiistics Art. 184. 
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^-Shi^'-^* = ^^'- "') (^' + ^') • • • • (2). 

und för das voUstandige Integral von (1): 

y = Acoshax + Bsmhax 

+ Ccosßx 4- I>sinßx (3), 

worin a und ß Functionen von n sind, die durch (2) be- 
stimmt werden. 

Man muss nun die Lösung so einrichten, dass dieselbe 
die vier Grenzbedingungen erfüllt, was, da nur drei disponible 
Verhältnisse vorhanden sind, zu einer a, ß und l verbindenden 
Gleichung fuhrt. Diese kann in folgende Form gebracht werden : 

sink al sin ßl . 2aß 

^ 5?—«. . . . (4). 



1 — coshal cosßl «2 — ß^ 

Der durch (2) bestimmte Werth von -r ^ ist: — z — ^ 

«2 — ^a a« ' 

so dass: 

sinhnlsinßl , 2nhic ^ ,^. 

i TT" = ö .... (5). 



1 — coshal cosßl a^ 

Aus (2) finden wir ebenso, dass : 



«'=2^4k ^ + ^""^ ^l[ 
^* 2 62x21 K ^ a* Ji 



(6). 



Soweit sind unsere Gleichungen streng richtige oder besser 
gesagt in soweit streng richtig, als es die Differentialgleichung 
ist, auf welche dieselben gegründet sind; wir wollen aber jetzt 
die Annahme einfuhren, dass die betrachtete^ Schwingung 
durch Vorhandensein von Starrheit, wenn auch nur wenig, 
beeinflusst wird. Wenn das der Fall, so ist der angenäherte 
Ausdruck für y: 



. tTtX 

y = sm — r— cos 

V 



(t«'> 



und daher angenähert: 



ß = -n = -j- (7). 
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Die EiDf&hmng dieser Weitbe in die zweite der Gleichnn- 
gen (6) beweist, dass »* — :- oder -= -^. anter den betrachte- 

ten Umständen einen kleinen Werth hat nnd daher a'P einen 
grossen Werth. Da coshalj gihhal beide gross sind, so redn- 
eirt sich Gleichung (5) anf : 

tangßl = —^, 

oder bei Einführung des angenäherten Werthes ftr ß^ der 
aus (6) abgeleitet wird: 

nl ^ nhx 
fang — = 2 — —. 

n.1 nZ 

Der Näherangs werth von — ist jt. Setzen wir: — =» « -f-6*, 

so erhalten wir: 

nhx h X 

tang(in + d) = tang% = d = 2 —5- = 2in - y, 

so dass: 

« = .-^(1+2--) . (8). 

Nach dieser Gleichung wird die Tonhöhe aller Toncom- 
ponenten um dasselbe kleine Intervall erhöht, und daher wird 
die harmonische Relation durch die Starrheit nicht gestört. 
Wahrscheinlich würde das anders sein, wenn Glieder, die x^ : P 
enthalten, zurückgeblieben wären. Es ergiebt sich daher nicht, 
.dass die harmonische Relation trotz der Starrheit besser ge- 
wahrt bleibt, wenn die Enden festgeklemmt sind, als wenn sie 
frei sind, sondern wir können nur die Folgerung ziehen, dass 
in dem ersteren Falle kein Zuwachs in der Störung eintritt, 
wenn auch die absolute Aenderung der Tonhöhe viel grösser 

ist Es ist zu bemerken, dass h : a oder yq + T i^T einen 
grossen Werth hat und dass, wenn unser Resultat correct sein 
soll, X : l klein genug sein muss, um die Multiplication mit 
b : a zu vertragen, ohne dabei an Kleinheit relativ einzubüssen. 
Das in (8) enthaltene theoretische Resultat wurde von 
Seebeck mit dem Experiment verglichen; es stellte sich eine 
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genügende Uebereinstimmung heraus. Die Constante der 
Steifigkeit wurde aus Beobachtungen über die Raschheit der 
Schwingungen eines kleinen Drahtstückes bestimmt, von dem 
ein Ende in einem Schraubstock festgeklemmt war. 



191. In diesem Capitel hat sich gezeigt, dass die Theorie 
von Stäben, selbst wenn sie durch Vernachlässigung von un- 
wichtigen Grössen auf das Aeusserste beschränkt wird, entschie- 
den complicirter ist, wie die von vollkommen biegsamen Sai- 
ten. Der Grund zu der ausserordentlichen Einfachheit der 
Schwingungen von Saiten ist in der Thatsache zu suchen, dass 
bei ihnen Wellen vom harmonischen Typus sich mit einer von 
der Wellenlänge unabhängigen Geschwindigkeit fortpflanzen, 
so dass eine beliebige Welle ohne Zersetzung sich fortbewegen 
kann. Wenn wir aber von Saiten zu Stäben übergehen, so kann 

die Constante in der Differentialgleichung: -t^+ ^^^'54 =.0 

nicht länger als eine Geschwindigkeit ausgedrückt werden. 
Daher kann die Geschwindigkeit der Fortbewegung eines 
Zuges von harmonischen Wellen nicht von der Differentialglei- 
chung allein abhängen, sondern muss mit der Wellenlänge 
variiren. In der That reicht, wenn es zugelassen wird, dass 
der Zug von harmonischen Wellen überhaupt fortgepflanzt 
werden kann, diese Betrachtung von selbst zu dem Nachweis 
hin, dass die obige Geschwindigkeit sich umgekehrt wie die 
Wellenlänge, verhält. Dasselbe kann aus der auf Wellen , die 
von einer Richtung sich fortpflanzen, anwendbaren Lösung: 

y = cos -y {Vt — x) gesehen werden, welche der Differential- 
gleichung genügt, wenn: 

Y^'-^ (1). 

Wir wollen annehmen, es seien zwei Wellenzüge von glei- 
cher Amplitude, aber von verschiedenen Wellenlängen vorhan- 
den, welche in derselben Richtung forteilen. Daher ist; 
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= 2cos«{«(|-i)-a,(i-i)) 



COS 



'K7 + 7)-'a + t)l--:<^'- 

Sind r' — r und A' — A klein, so haben wir einen Zug 
von Wellen, deren Amplituden zwischen den Werthen und 2 
langsam v^on einem Punkte zum andern variiren; dieselben bil- 
den eine Reihe von Gruppen, die von einander durch Zwischen- 
räume getrennt sind, in denen wenigstens vergleichsweise 
keine Verschiebung vorhanden ist. Bei einer Saite oder einer 
Luftsäule ändert sich A wie t, und dann bewegen sich die 
Gruppen mit derselben Geschwindigkeit wie die einzelnen 
Züge vorwärts; in dieseih Falle findet ferner keine Adnderung 
des Typus statt. Es ist anders, wenn wie bei einem transversal 
schwingenden Stabe die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eine 
Function der Wellenlänge ist. Die Lage der Mitte der Gruppe, 
welche ursprünglich in dem Anfangspunkte war, zur Zeit *, 
wird durch: 

<\-^)-<^-¥)='> 

gegeben, welcher Ausdruck zeigt, das die Geschwindigkeit der 
Gruppe ist: 

e-7)<x-x.) = '©^*(r> 

Nehmen wir an , dass sich die Geschwindigkeit V eines 
Wellenzuges wie A" ändert, so finden wir: 

= — (n — 1) F • . . . (3). 



© <i) 
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In dem vorliegenden Falle ist n = — - 1, und demgemäss 
ist die Geschwindigkeit der Gruppe das Doppelte von der 
der Wellencomponenten i). 

192. Wegen der Abhängigkeit der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit von der Wellenlänge hat der Zustand eines unbegrenz- 
ten Stabes zu irgend einem Zeitpunkt, welcher der anfänglichen, 
auf einen begrenzten Theil beschränkten, Verschiebung nach- 
folgt, nichts von der Einfachheit, die das entsprechende 
Problem bei einer Saite charakterisirt Nichtsdestoweniger 
mag Fourier's Untersuchung dieser Frage hier einen eige- 
nen Platz finden. 

Es wird gefordert, eine Function von x und t derart zu 
bestimmen, dass dieselbe der Gleichung genügt: 

und im Anfange y = (p (x\ ^ = ^ (rr) macht 
Eine Lösung von (1) ist': 

y = cosq^H cosq (x — a) (2), 

worin q und a Constanten sind^ Hieraus schliessen wir, dass: 

4. 00 -|- 00 

y=l daF(a) I dg[cosq^tcosq(x — a) 



— 00 — 00 



ebenfalls eine Lösung ist, in welcher F (a) eine beliebige 
Function von a bedeutet. Setzen wir nun ^ = 0, so kommt: 

•{-CO ■}-'*> 

= / daF((x) I dqcosq (x — «). 



— 00 — 00 



^) Bei dem entsprechenden Problem für Wellen auf der Oberfläche 
von tiefem Wasser yariirt die Fortpflanzungegeschwindigkeit direct 

wie die Quadratwurzel der Wellenlänge , so dass n = - . Die Ge- 
schwindigkeit einer Gruppe von solchen Wellen ist daher die Hälfte 
von derjenigen der die Gruppe zusammensetzenden Wellenzüge. 
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Dieses Integral zeigt, dass F (a) gleich jr^ qp (a) gewählt 

werden muss, denn dann ist nach Fourier's Doppelintegral- 
theorem yo = 9? (^). Ueberdies ist ^ = 0. Daher genfigt: 

y = — I daq)(a) J dqco$q^tco8q(x — a) . . (3) 



00 00 



der Differentialgleichung und macht im Anfange : 

y ^= (p (x) und ^ = 0, 

Entweder nach Stokes' Theorem (§. 95) oder unabhän« 
gig davon können wir nun den übriggebliebenen Theil der 
Lösung ergänzen, welcher der Differentialgleichung zu genü- 
gen hat, während durch denselben im Anfange y = 0, ^ = ^ (a;) 
gemacht wird. Dieser Theil der Lösung ist: 

-f- 00 +00 

y = 2^ J \ä^^{^)J dq—sinqHcosq(x — a)..(^). 



— 00 —00 



Das vollständige Resultat wird durch Addition der Glie- 
der auf der rechten Seite von (3) und (4) erhalten. 

Die Integration nach q kann in (3) mit Hülfe der Formel 

+ 00 ' — 

/ dqcos^qt cosqß = y j sin (— + j-\ .... (5) 



00 



ausgeführt werden. Diese Formel lässt sich folgendermaassen 
ableiten. Setzen wir in dem wohlbekannten Integral: 

+ 00 



/ 



a 



00 



X -}- h far Xy so erhalten wir: 



/ 



a 

OD 



Nun nehmen wir a^ = « = «Va^w, wo i = V — 1, und 
behalten nur den reellen Theil der Gleichung. Dann geht diese 
über in: 



— 00 

woraus : 
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4-00 

J COS (x^ +- 2 hx) .dx = VJr sin U^ + |^ , 



— 00 

Hieraus folgt durch einfache Aenderung derYariabeln die 
Gleichung (5). Daher können wir Gleichung (3) schreiben : 

4.00 

^ r , / N . (^ I (^ — «)^i 



oder, wenn wir — -7=^ = u setzen: 

2]/t 



— — 00 



ü 



Capitel IX. 

Schwingungen von Membranen. 

193. Die theoretische Membran ist eine vollkommen bieg- 
same und unendlich dünne Lamelle von fester Substanz von 
gleichförmigem Material und ebenso Dicke. Femer ist die 
Lamelle nach allen Richtungen durch eine Spannung gestreckt, 
die so gross ist, dass sie während der betrachteten Schwingun- 
gen und Verschiebungen ungeändert bleibt Zieht man in Ge- 
danken eine Linie quer über die Membran nach irgend einer 
Richtung, so ist die gegenseitige Wirkung zweier durch ein 
Element dieser Linie getrennten Theile auf einander propor- 
tional der Länge des Elementes und senkrecht zu der Rich- 
tung des letzteren. Ist die fragliche Kraft Tids^ so \vbllen wir 
Ti die Spannung der Membran nennen; es ist dieses eine 
Grösse, deren Dimension in Bezug auf die Masse gleich 1 und 
in Bezug auf die Zeit gleich — 2 ist. 

Das mit dem vorliegenden Gegenstand verknüpfte Haupt- 
problem ist die Untersuchung der Transversalschwingungen 
von Membranen von verschiedener Gestalt, deren Begrenzungen 
fest sind. Allerdings können auch andere Fragen aufgeworfen 
werden, indessen haben diese vergleichsweise ein geringes 
Interesse. Ueberdies werden die Methoden, welche zur Lösung 
dieser Fragen benutzt werden, in anderen Theilen dieses Wer- 
kes hinreichend erläutert Wir können daher sofort zu der 



Betrachtung einer Membran übergehen, welche über eine in 
festen, geschlossenen, ebenen Grenzen eingeschlossene Fläche 
ausgespannt ist. 

194. Wir wollen die Ebene der Begrenzung als die x y 
Ebene nehmen; es bezeichne dann w die kleine Verschiebung 
eines Punktes P der Membran aus dieser Ebene heraus. Um 
P nehmen wir eine kleine Fläche S, und fassen die Kräfte ins 
Auge, welche auf diese parallel z wirken. Der wirksame Theil 
der Spannung wird durch: 



-■/; 



ds 



dn 

ausgedrückt, worin ds ein Element der Begrenzung von S und 
dn ein Element der nach auswärts an der'Begrenzungscurve 
gezogenen Normale bedeutet. Diese Spannung hält das Gegen- 
gewicht die durch q8w gemessene Reaction gegen die Be- 
schleunigung, Q ist hierbei ein Symbol, welches die Ober- 
flächendichtigkeit bedeutet, und dessen Dimensionen in Be- 
zug auf die Masse gleich 1 und in Bezug auf Länge gleich — 2 
sind. Nun ist, wenn: 

d'^ , d^ 



dx^ ' dy^' 
nach dem Green'schen Satz: 



I JE ds = I I \/^wdS = sy^w.S schliesslich; 

daher lautet die Bewegungsgleichung: 

dHo _ Ti / d^w d^w \ 

dt^ ~ Q \dx^ "^ dyy ^ ^' 

Die an der Begrenzung zu erfüllende Bedingung ist selbst- 
verständlich «; = 0. 

Diese Differentialgleichung konnte auch aus dem Aus- 
druck far die potentielle Energie gefunden werden, welcher 
seinerseits durch Multiplication der Spannung mit der Streckung 
der Oberfläche erhalten wird. Die in ihrer Grösse geänderte 
Fläche ist: 
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daher: 






woraus d F leicht durch eine theil weise lotegration gefunden 
wird. 

Schreiben wir T\ i q =^ c*, so hat c die Natur einer Ge- 
schwindigkeit und die Differentialgleichung wird: 

1 



^w ^ fd^w , d^w\ ,^. 



195. Wir wollen nun annehmen, dass die Grenzen der 
Membran das durch die Coordinatenaxen und die Linien x = a, 
y = h gebildete Reckteck sind. Jeder Punkt innerhalb dieser 
Fläche genügt der Gleichung (3) §. 194 und jeder Punkt der 
Begrenzung der Bedingung te; = 0. 

Ein singuläres Integral der Differentialgleichung ist augen- 
scheinlich : 

. mxx ; nity 

w = Sin sin — r-^ cospt (1), 

ah 

worin : 

^. = o»««(^+-) (2), 

und m und n ganze Zahlen sind. Aus diesem Integral kann 
die allgemeine Lösung abgeleitet werden. So ist: 






sin ^^-^{Ä„,nCOSpt + BmnSinpt]. . . (3). 

• 

Dass dieses Resultat wirklich allgemein ist, lässt sich nach- 
träglich beweisen, indem man zeigt, dass dasselbe willkürliche 
Anfangsbedingungen auszudrücken vermag. 

Was für eine Function der Coordinaten to auch sein mag, 
stets kann w für ' alle Werthe von x zwischen den Grenzen 
und a durch eine Reihe: 
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nx 2 7CX 

Fl sin h Fo sin + • • • 

a a 

ausgedrückt werden, worin die Coefficienten Fi, Y^ etc. unab- 
hängig von X sind. Weiter kann jeder der Coefficienten F, 
was für eine Function von y derselbe auch sein mag, zwischen 
den Grenzen und h in der Reihe: 

Ci sin -T^ + Co stn — r-^ + • • • 

entwickelt wenden, worin C etc. Oonstanten sind. Hieraus 
schliessen wir, dass jede Function von x und y innerhalb der 
Grenzen des Rechteckes sich in folgende Doppelreihe ent- 
wickeln lässt: 

-m-oo «=•» m^x . nny 

y. AmnStn Stn — r-^, 




'«» « 1 '^^n — 1 ö t> 

und dass daher der Ausdruck fürt^ in (3) so angepasst werden 
kann, dass er beliebige, willkürliche Anfangswerthe von w und 
w darstellt. In der That ist: 



a b 

Amn = — r / / WoStn stn -rr^ dxdy. 




a b 



(4). 



4: r r, . mTCx . nny . _ 

Bfnn = —7— / / w^stn stn -r-^ dxdy. 

^^pj J ab 



Der Charakter der Normalfunctionen eines gegebenen 

Rechteckes : 

. mTtx . nny 

sin stn —r-^ 

a 

in Bezug auf die Abhängigkeit von m und n ist leicht ver- 
ständlich. Sind m und n beide gleich der Einheit, so behält 
w über das ganze Reckteck hin dasselbe Zeichen und ver- 
schwindet allein in den Kanten; in jedem andern Fall sind 
dagegen Knotenlinien vorhanden, die den Coordinatenaxen 
parallel laufen. Die» Anzahl der parallel x laufenden Knoten- 
linien ist n — 1, ihre Gleichungen sind: 

h 2h (n — 1) 5 



y = 



n n n 
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Auf dieselbe Weise sind die Gleichangen der parallel 
p laufenden Knotenlinien: 

a 2a (m — 1) a 

fn w in 

ihre Anzahl ist m — 1. Das System von Knotenlinien theilt 
das Rechteck in m n gleiche Theile, in jedem derselben wieder- 
holt sich jeder numerische Werth von ta, 

196. Der Ausdruck fär to in Werthen der Normalfunc- 
tionen ist: 

w = ZSfp^^stn s^w -r-^ (1), 

a b 

worin y«»« etc. die Normalcoordinatep sind. Wir wollen jetzt 
dazu übergehen, den Ausdruck für V in Werthen von q>mn an- 
zugeben. Wir haben: 

w = '^ r^'^'"" & *'" -^ '^^ -r I • 

Integriren wir diese Ausdrücke über die Fläche des Recht- 
eckes, so verschwinden die Producte der Normalcoordinaten 
und wir finden: 



2 4 



^^Q + 'S)'^-' • • • ('>' 



wobei die Summationen über alle ganze Werthe von m und n 
ausgedehnt werden. 

Man beweist auf dieselbe Weise, dass der Ausdruck für 
die kinetische Energie sich folgendermaassen stellt: 

T = |^2:2;^„»« . (3), 

woraus wir als Normalform der Bewegungsgleichung ableiten : 
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In dieser Gleichung ist: 

O b 


wenn Zdxdy die auf das Element dx dy wirkende transver- 
sale Kraft darstellt. 

Wir wollen nun annehmen, dass der Anfangszustand ein 
Ruhezustand ist unter der Wirkung «iner constanten Kraft Z, 
welche z. B. von dem Drucke eines Gases herrühren mag. Zur 
Zeit t •= wird die äussere Kraft fentfernt und die Membran 
sich selbst überlassen. Im Anfange lautet die Gleichgewichts- 
gleichung; 

woraus (9mii)o zu finden ist. Die Lage des Systems zur Zeit f 
wird dann in Verbindung mit (1) gegeben durch; 

Um ä>^« auszudrücken, haben wir nur in (5) für Z seinen 
Werth einzusetzen, oder in diesem einfachen Fall Z aus dem 
Integralzeichen herauszusetzen. Daher; 

a b 

. „ r r . mnx , n%,y , , 
O^n = Z I / s*»* stn -r-^ dxdy, 


= Z ' (1 — cosmn) (1 — cosnTt). 

Wir schliessen hieraus, dass O^^ verschwindet, wofern 

nicht m und n beide ungerade sind; ist letzteres der Fall, so 

haben wir; 

4ab 

Demgemäss folgt, wenn m und n beide ungerade sind; 



^mn — " ^» 



16Z tos'pt . . 

woraus: 

Bayleighf Theorie des Schalles. 22 
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'•-""$+$) <«)• 

Dieses ist ein Beispiel von (8) §. 101* 

Wird die Membran, welche vorher in ihrer Gleichgewichts- 
lage in Ruhe ist, durch einen im Punkte a ß angebrachten 
Stoss in Bewegung gesetzt, so lautet die Lösung: 

4 . mna . nnß 
q>^^ = --— stn stn 



ahp a h 



I I Wodx dy,8inpt . . . (10) 



197. Die Schwingungszahl der natürlichen Schwingungen 
findet man, wenn man in dem Ausdruck : 

2ä "~ 2 K a» ^ 6« V*; 

m und n verschiedene, ganzzahlige Werthe beilegt. 

Für eine gegebene Schwingungsart sinkt die Tonhöhe, 
wenn eine von den beiden Seiten des Rechteckes verlängert 
wird. Bei der tiefsten Schwingungsart, wenn »w = 1, n = 1, 
sind Verlängerungen der kürzeren Seite wirksamer; wenn die 
Form des Rechtecks sehr in die Länge gezogen ist, so sind 
Verlängerungen der längeren Seite meist ohne Wirkung. 

Sind a^ und h^ incommensurabel, so können keine Paare 
von Werthen von m und n dieselbe Schwingungszahl geben; jede 
Fundamentalschwingungsart hat ihre eigene charakteristische 
Periode. Sind dagegen a^ und h^ comraensurabel, so können zwei 
oder mehrFundamentalschwingungsarten dieselbe Schwingungs- 
dauer besitzen, und können dann in jedem Verhältniss zusammen 
bestehen, während die Bewegung immer noch ihren einfachen 
harmonischen Charakter beibehält. In solchen Fällen bestimmt 
die Angabe der Periode nicht ganz ausreichend die Schwin- 
gungsart. Eine vollständige Betrachtung des jetzt von selbst 
uns aufstossenden Problems erfordert die Beihülfe der 
Zahlentheorie; für die Zwecke dieses Buches wird es aber hin- 
reichen, einige wenige von den einfacheren Fällen zu betrach- 
ten, welche eintreten, wenn die Membran quadratisch ist Der 
Leser findet weitere Informationen in Riemann 's Vorlesungen 
über partielle Differentialgleichungen. 
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Ist a = b, so wird: 

-Ä^2^V^^'+^ (2)- 

Den niedrigsten Ton findet man, wenn man m und n 

gleich der Einheit setzt, welches nur eine Fundamentalschwin- 

gungsart ergiebt: 

7tx vcy 
w = sin — sin — cosp t (3). 

Weiter wollen wir jetzt annehmen, dass eine der Zahlen 
m und n gleich 2 und die andere gleich 1 ist. Auf diese Weise 
werden zwei verschiedene Schwipgungsarten erhalten, deren 
Perioden dieselben sind. Sind beide Schwingungen in der Phase 
synchron, so wird die ganze Bewegung ausgedrückt durch: 



w 



f^. 2nx , ny . ^ . nx . 2ny\ . ... 

= { Cstn stn — ^ + I>8tn — stn — ^ } cospt . . . (4): 

l a a a a ] ^ ^ 



so dass, wenn auch jeder Theil synchron in einer harmo- 
nischen Bewegung schwingt, die Schwingungsart einigermaassen 
willkürlich ist. 

Vier specielle Lösungen mögen besonders erwähnt werden. 
Zuerst, wenn D = 0: 

2yix Jiy 
w = Csin ' stn —^ cospt (5). 

Diese Gleichung entspricht einer Schwingung mit einer 

Enotenlinie längs der Linie x = — a. Auf ähnliche Weise 

haben wir, wenn C = 0, eine Knotenlinie parallel dem andern 
Seitenpaar. Darnach wollen wir annehmen, dass C und D end- 
lich und einander gleich sind. Es ist in diesem Falle w pro- 
portional : 

. 2n:x . ny ■ . nx . 2ny 

sin sm h s«w — s*w , 

a a a a 

welcher Ausdruck. in folgende Form gebracht werden kann: 

^ , icx . Jty / nx ^ ny\ 

2 stn — stn — ^ ( cos h cos — ) . 

a a \ a a / 

22* 
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Dieser Ausdruck verschwindet, wenn: 

= 0, oder stn — r = 



s%n 



oder auch, wenn: 



a 



cos 1- cos 

a a 



a 



0, 



ny _ 



0. 



Die ersten beiden Gleichungen geben die Kanten, welche 
ursprünglich als Knoteulinien angenommen waren; die dritte 
giebt y -\' X = a und dies stellt eine Diagonale des Qua- 
drates dar. 

In dem vierten Fall, wenn C= — 2), erhalten wir für die 
Knotenlinien die Kanten des Quadrates zusammen mit der 
Diagonale y = o?. Die beistehenden Figuren stellen die vier 
Fälle dar. 

Fig. 32. 

D= 0. C = 0. 









C — 2) = 0. 



C + D = 0. 





Für andere Beziehungen zwischen C und D ist die innere 
Knotenlinie gekrümmt, bleibt aber stets analytisch ausge- 
drückt durch: ^ 



^ 7tx , _ ny 

Ccos h Dcos -^ = 

a a 



(6), 
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und kann leicht niit Hülfe einer Tafel für die Logarithmen der 
Cosinusse construirt werden. 

Der nächste Fall, was die Tonhöhe betrifft, tritt ein, wenn 
w = 2, n = 2. Da die Werthe von m und n einander gleich 
sind, so erfolgt bei VerwechseluDg derselben keine Aenderung ; 
kein anderes Paar von Werthen für m und n giebt dieselbe 
Schwingungszahl. Der einzige zu betrachtende Schwingungs- 
typus ist demnach; 

. 27tx , 27ty 

to = stn stn — — 008 pt 

a a 

dessen Knotenlinien, die durch die Gleichung: 



Fig. 33. 



. TCx , ny nx ny 
sin — stn — ^ cos — cos — ^ 
a a a a 



= 




bestimmt werden, (ausser den Kanten) die 
geraden Linien: 



X =^ — a. y = -- a 
2 ' ^ 2 



sind. 



Der nächste Fall, welchen wir ins Auge fassen wc^en, 
wird erhalten , wenn wir nach einander m und n die Werthe 
3 und 1 oder 1 und 3 beilegen. Wir haben: 

1 ^ . B7tx , üty 7tx . Bjcy\ 

w = \ Gstn stn —^ + D stn — stn — - \ cospt. 

\ a a a a ) 

Die Knotenlinien werden gegeben durch: 

sin ^ sin'^lciicosi ^ - A +d(4cos^ ^ - lV=0, 
a a [ \ a ) \ a /' 

oder, wenn wir die ersten beiden Factoren , die den Kanten 
entsprechen, weglassen: 

C Ucos^ !^ _ iW 2) {^cos^ !^ - i\ = .'. . (7). 

1 2 

Ist C = 0, so haben wir : ^ = -- a, y = — a, 

6 6 



Ist JD = 0, „ 



T) 



•n 



X = -a^ X = -a. 



* 

.'I 
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XX I xy 

Ist C = — D, so haben wir : cos — = + cos — , 

woraus ; 

y = Xy y = a — X, 

welche Gleichungen die beiden Diagonalen darstellen. 

Schliesslich, wenn C = D, wird die Gleichung der 
Knotenlinie: 

^ nx , ^ ny 1 
cos^ h cos^ — ^ = --, 



oder; 



27tx , 2ny 

1 + cos 4- cos — - = 

a a 



Fig. 34. 



C= 0. 



D = 0. 







(8). 



C + D = 0. 



C — D = 0. 





11 3 

Im Falle (4) ist, wenn x = -^ci, y= j a oder= - a; und 

1 13 

ebenso, wenn y = — o, dann a? = — a oder -j a. Daher wird 

jede Hälfte von jeder Linie, welche die Mittelpunkte gegen- 
überstehender Kanten verbinden, durch die Curve halbirt 

£8 muss bemerkt werden, dass die Knotenünie, welches 
auch das Verhilltniss von C und D zu einander sein mag, stets 
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durch die vier Schnittpunkte der Knotenlinien in den beiden 
ersten Fällen, C = 0, 2> = 0, hindurchgeht. Werden die 
Schwingungen dieser beiden Fälle mit entsprechenden Phasen 
zusammengesetzt, so ist klar, dass in den schattirten Theilen 
Fig. 35. der Fig. 35 die Richtungen der Verscliiebun- 
gen dieselben sind, und dass daher in ihnen 
kein Theil der Knotenlinie zu finden ist. 
Welches auch das Verhältniss der Amplituden 
sein mag, die Knotenlinie muss nur durch die 
unschattirten Tlieile hindurchgehen. Wenn 
andererseits die Phasen entgegengesetzt sind, 
so wird die Knotenlinie ausschliesslich durch 
die schattirten Theile laufen. 

Ist fw == 3 , n = 3 , so sind die Knoten- 
linien gerade Linien parallel den Kanten; sie 
sind in Fig 36 gezeichnet. 
Der letzte Fall, den wir betrachten wollen, wird erhalten 
wenn man setzt: 

I» = 3, n = 2 oder w = 2, n = 3. 

Das System der Knotenlinien ist dann : 

Cstn stn — ' + D sm — stn — -^ = 0, 



=F= 




= 




= 




^ 




== 


Fig. 3 


6. 




• 






1 





a 



a 



a 



a 



oder, wenn die den Kanten entsprechenden Factoren wegge- 
lassen werden: 



C(4cös2 1 )cos — -^-IHos — (4 

\ a J a a \ 



cos 



2^y 



a 



A = 0...(9). 



Verschwinden G und 2>, so kommen wir wieder auf das 
Knotenliniensystem der die Schwingung zusammensetzenden 
Einzelschwingungen; dieses System besteht aus geraden Linien 
parallel den Kanten. Ist C = D, so kann unsere Gleichung 
geschrieben werden : 



/ Tcx . xy\ ( ^ 

(cos h cos — ^ ) l 4 

\ d a J \ 



%x 

cos — cos 

a 



^ - l) = . . . (10), 



deren erster Factor die Diagonale 2/ + a? = a darstellt, und 
der zweite eine hyperbolische Curve. 
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Ist C = — D, so erhalten wir dieselbe Figur nur mit der 
anderen Diagonale 0- 

198. Die Tonhöhe der natürlichen Schwingungsarten 
einer quadratischen Membran, die nahezu, wenn auch nicht 
ganz gleichförmig ist, kann mittelst der allgemeinen Methoden 
des §. 90 untersucht werden. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass m und n einander 
gleich sind. In diesem Falle ist, wenn die Tonhöhe einer 
gleichförmigen Membran gegeben ist, die Art ihrer Schwingung 
vollkommen bestimmt Nehmen wir nun an, dass eine Dichtig- 
keitsänderung erfölgt, so wird der natürliche Schwingungs- 
typus im Allgemeinen modificirt, indess kann man doch die 
Periode annähernd ausrechnen , ohne auf die Aenderung des 
Typus zu achten. 

Wir haben: 

T=-^ I I (qo + ig) ^mm^ stn^ -^ stn^ —^ dxdy 

= 2 9>mfn*((»o J +J J *(^«***' -7" «*^' ^ dxdy^, 

das zweite Glied in der Klammer ist der dem Sq zn verdankende 
Zuwachs von T. Daher haben wir, wenn w x cospt und wenn 
P den Werth von p vor der Variation der Dichte bedeutet: 



n 9. p a 


— 1 


ay J 9o 




sin^ ■ 


tnxx 
a 




%%y 
a 


woraus : 
















P 2 


~ a2 ' 


und 


c2 = 


'•Ti 


: C>o- 



Ist z. B. ein kleines Gewicht in der Mitte des Quadrates 
befestigt, so ist: 

Pmm^ : Pmm^ = 1 — "T— sin^ m -r . . . . (2), 

worin sm* •w» verschwindet, sobald m gerade, und gleich 
der Einheit ist, sobald m ungerade. In dem ersten Fall liegt 

^) Lam^, Legon sur tUasHcite^ p. 129. 
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der Mittelpunkt auf der Knotenlinie der unbelasteten Membran, 
und daher ist die Hinzufügung des Gewichtes ohne Ein- 
flnss. 

Sind indessen m und n ungleich , so zeigt das Problem, 
wenn dasselbe auch denselben allgemeinen Principien weiter 
unterliegt, eine Eigenthümlichkeit, welche verschieden ist von 
alle dem, welchem wir bis jetzt begegnet sind. Die für die un- 
belastete Membran natürliche Schwingungsart, welche einer be- 
stimmten Periode entspricht, wird jetzt einiger maassen unbe- 
stimmt, indessen entfernt die Einführung des Gewichtes im 
Allgemeinen das * unbestimmte Element. Versuchen wir die 
Periode unter Annahme, dass der Schwingungstypus nicht 
gestört wird, zu berechnen, so erhebt sich die Frage, wie die 
Auswahl des ungestörten Typus zu treffen ist, da man sieht, 
dass eine unendliche Anzahl von Typen vorhanden ist, die bei 
der gleichförmigen Beschaffenheit der Membran identische 
Perioden geben. Die Antwort darauf ist, dass diejenigen 
Typen gewählt werden müssen, welche unendlich wenig von 
denjenigen Typen abweichen, in welchen die Membran unter 
Wirkung des Ge^vichtes wirklich schwingt, und ein solcher 
Typus wird durch das Criterium bestimmt, dass die aus ihm 
berechnete Periode ein Maximum oder Minimum wird. 

Als ein einfaches Beispiel wollen wir annehmen, dass 
ein kleines Gewicht auf der Membran in einem auf der Linie 

X = -^ a liegenden Punkt befestigt ist und dass wir zu wissen 

wünschen, durch welche Periode die beiden gleichen Perioäen 
der unbelasteten Membran, die bei Annahme von 

m = 1, w = 2, oder m = 2, » = 1 

sich ergeben, ersetzt werden müssen. 

Es ist klar, dass die zu wählenden Normaltypen die sind, 
deren Knotenlinien in den ersten beiden Fällen der Fig. 32 
dargestellt sind. In dem ersten Falle ist der von dem Gewicht 
herrührende Zuwachs der Periode gleich Null, und das ist der 
kleinste Werth, der eintreten kann; in dem zweiten Fall ist der 
Zuwachs der grösst möglichste. Ist ß die Ordinate von M, so 



I 

' I 
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wird die kinetische Energie in folgendem Verhältniss ge- 
ändert: 






und daher: 



während : 



4M . , 2nß 
—z— stn^ — 
a^Q a 



i?i,3 . p^^2 = 1 + ^ gi^2 _il (3)^ 



P2l' = P21' = Pl2^. 

Das für das Intervall zwischen den natürlichen Tonhöhen der 
belasteten Membran charakteristische Verhältniss ist daher an- 
genähert : 

, ,4M . . 27tß ' rA^ 

1 ^ -_ s^^2 H (4^ 

Wenn /J = ~ a, wird keine von den beiden Perioden 

durch das Gewicht beeinflusst 

Als ein anderes Beispiel mag der Fall, wo die Werthe von 
m und n resp. 3 und 1 sind, erwähnt werden. Mit einem Ge- 
wicht in der Mitte sind die beiden auszuwählenden Normal- 
typen diejenigen, welche den beiden letzten Fällen der Fig. 34 
entsprechen; bei dem ersteren derselben hat das Gewicht keinen 
Einfluss auf die Periode. 

Das Problem, die Schwingung einer quadratischen Mem- 
bran zu bestimmen, welche eine verhältnissmässig schwere 
Last trägt, ist schwieriger; wir wollen die Lösung desselben 
nicht versuchen. Es ist aber wohl werth, daran zu erinnern, 
dass die thatsächliche Periode grösser wie jede ist, welche aus 
einer hypothetischen Schwingungsart, die von der wirklich vor- 
handenen abweicht, berechnet werden kann. 

•199. Die vorhergehende Theorie von quadratischen Mem- 
branen enthält ein gutTheil mehr wie das, was zunächst beab- 
sichtigt war. Wo überhaupt bei einem schwingenden System 
gewisse Theile in Ruhe bleiben, da kann man diese immer als 
absolut fest annehmen; wir erhalten so auch Lösungen von 
anderen Fragen, wie die ursprünglich aufgeworfenen. Z. B. er- 
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halten wir in dem vorliegenden Fall immer dort, wo eine 
Diagonale des Quadrates eine Knotenlinie ist, gleichzeitig eine 
Lösung, die sich auf eine Membran anwenden lässt, deren feste 
Begrenzung ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck ist. 
Ueberdies entspricht jede bei einem Dreieck mögliche Schwin- 
gungsart irgend einer natürlichen Schwingungsart des Qua* 
drates, wie man leicht sieht, wenn man zwei Dreiecke sich an- 
einandergesetzt denkt, deren Schwingungen einander gleich 
und in den Punkten entgegengesetzt sind, welche als gegen- 
seitige Bilder in Bezug auf die gemeinschaftliche Hypothenuse 
aufgefasst werden können. Unter diesen Umständen ist es 
klar, dass die Hypothenuse ohne Gebundenheit in Ruhe bleibt, 
und dass daher die fragliche Schwingung sich unter denjenigen 
befindet, die überhaupt ein vollständiges Quadrat annehmen 
kann. 

Die Schwingungszahl des tiefsten Tones für ein Dreieck 
findet man, wenn in der Formel: 



2ä 2a^ ' 



(1) 



m = 1, n = 2 gesetzt wird, sie ist demnach gleich 



2a 



Der nächst höhere Ton tritt ein, wenn w = 3, w = 1. 
In diesem Falle haben wir: 

'^ . (2). 

Es hätte dies ebenfalls aus der 
Bemerkung entnommen werden 
können, dass das Dreieck sich da- 
bei selbst in zwei andere theilt, 
Fig. 37, deren Seiten in dem Ver- 

hältniss von \^2 : 1 kleiner, wie 
die des ganzen Dreiecks sind. 

Wegen der Theorie der Schwingungen einer Membran, 
deren Begrenzung die Form eines gleichseitigen Dreiecks hat, 
verweise ich den Leser auf Lame 's Legon$ sur VÜasticitL Es 
wird dort bewiesen, dass die Schwingungszahl des tiefsten 
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» 

Tones c : Ä ist, worin h die Höhe des Dreiecks bedeutet; es 

ist dieses dieselbe Schwingungszahl wie die des tiefsten Tones 

eines Quadrates, dessen Diagonale h ist. 

200. Ist die feste Begrenzung der Membran kreisförmig, 
so ist der erste Schritt zu der Lösung des Problems die Ein- 
führung der Polarcoordinaten in die allgemeine Differential- 
gleichung. Dies kann analytisch geschehen, indessen ist es 
einfacher, die Polargleichung von Anfang an wieder abzuleiten, 
indem man die Kräfte ins Auge fasst, welche auf das Polar- 
element der Fläche rdd'dr wirken. Wie in §. 194 ist die 
rücktreibende Kraft, die auf ein kleines Flächenstück der Mem- 
bran wirkt: 

daher lautet, wenn wie vorher Tj : ^ = c^, die Bewegungs- 
gleichung : 

dt^ ~^\dr^ ^ r dr^ r^d^^l' * * ' ^ ^* 

Die hinzutretende Bedingung, welche an der Grenze er- 
füllt werden muss, ist die, dass w = 0^ wenn r = a. 

Um die Normalschwingungscomponenten aufzusuchen, 
haben wir zunächst anzunehmen, dass w eine harmonische 
Function der Zeit ist. Daher erscheint, wenn w cc cos.{pt — «), 
und wenn wir der Kürze halber p : c = x setzen, die Differen- 
tialgleichung in der Form: 

d^w , 1 dw ^ 1 d^w , o ^ /«N 

worin k der reciproke Werth einer linearen Grösse ist. 

Wir können nun w, welches auch die Art der Abhängig- 
keit dieser Grösse von r und d" ist, stets nach der Fourier'- 
sehen Reihe entwickeln: 

fc = Wo-\- Wi cos (d' -|- «1) -f- tV2 cos 2 (0- -f- «2) + • • . (3), 
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worin Wo^ Wi etc. Functionen von r, aber nicht von' %• sind. 
Das Resultat der Einsetzung dieser Reihe in (2) mag ge- 
schrieben werden: 

wobei sich die Summation über alle ganzzahligen Werthe von w 
erstreckt. Multipliciren wir diese Gleichung mit cos n {%' ■{- «») 
und integriren nach %" zwischen und 2 jt, so sehen wir, däss 
jedes Glied einzeln verschwinden muss; wir erhalten daher 
zur Bestimmung von Wn als Function von r: 




d^Wn , 1 dw 
dr^ r dr 



+ ('*'- ^) «'- = • • • (*)' 



wobei es gleichgültig ist, ob der Factor cosn (d" + a„) in w„ 
enthalten gedacht wird oder nicht. 

Die Lösung von (4) enthält zwei verschiedene Functionen 
von r, eine jede derselben multiplicirt mit einer willkürlichen 
Gonstanten. Indessen wird eine dieser Functionen unendlich, 
wenn r verschwindet, die entsprechende Particularlösung muss 
'daher ausgeschlossen werden, weil sie den vorgeschriebenen 
Bedingungen im Anfangspunkt der Coordinaten nicht genügt. 
Dieser Punkt wird noch näher beleuchtet, wenn man zu der 
einfacheren Gleichung greift, die sich aus (4) durch Ver- 
schwindenlassen von X und n ergiebt; die fragliche Lösung 
reducirt sich dann auf w = logr^ welche indessen im Anfangs- 
punkt der Bedingung A^w nicht genügt. Man kann sich hier- 
von leicht aus dem Werthe von / — d s überzeugen , welches 

Integral rund um einen kleinen Kreis mit dem Anfangspunkt 
als Centrum integrirt wird. Auf gleiche Weise ist das voll- 
ständige Integral von (4) für unsern gegenwärtigen Zweck zu 
allgemein, da dasselbe den Fall verdeckt, bei welchem der 
Mittelpunkt der Membran einer äussern Kraft ausgesetzt ist. 

Die andere Function von r, welche' (4) genügt, ist die 
durch Jn (xr) bezeichnete B es sei 'sehe Function nter Ordnung 
und kann auf verschiedene Weise ausgedrückt werden. Die 
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nach steigenden Potenzen geordnete Reihe (welche unmittelbar 
aus der Differentialgleichung erhalten wird) lautet: 



+ 2 ' 2.4.2w-|-2.2«+4 

^6 



+ 



.(5), 



j,(^) = j;_,(^) 4- j, + i(ir) .... (8). 



2 . 4 . 6 . 2n + ä . 2m + 4. 2n -f- 6 

woraus sich leicht folgende Beziehungen zwischen Functionen 
von auf einander folgender Ordnung ableiten lassen : 

Jo'W = -JiW (6), 

2J: {z) = J^^^{z) -^ J^^^^z) (7), 

2n 

z 

Ist n eine ganze Zahl, so kann eT), {z) durch das bestimmte 
Integral : 

TT 

J^ {z) =z — l cos (zsincü — n(X)) do . . . (9) 



ausgedrückt werden, das Bessel's ursprüngliche Form ist. 
Aus diesem Ausdruck geht klar hervor, dass Jn und seine 
DifTerentialquotienten mit Bezug auf z stets kleiner wie 
Eins sind. 

Die aufsteigende Reihe (5) convergirt, obgleich sie ohne 
Ende ist, für alle Werthe von n und z; indessen beginnt, wenn 
z gross ist, die Convergenz erst nach Berücksichtigung von 
vielen Gliedern und deshalb ist dann die Reihe für nume- 
rische Berechnung unbrauchbar. In solchen Fällen kann man 
die obige Reihe mit Vortheil durch eine andere Reihe, die 
nach abnehmenden Potenzen von z geordnet ist, ersetzen. 
Diese Reihe lautet: 



^., \/2i 0^-411«) (3»~4n») , ] / n 7t\ 
J;>(^)=l/j-jl- 1.2.(8.)^ +']cos(z-^^-n-) . 

1/2 f l^-4n^ _ (P-4w»)(3»-4ti^(5^-4n») i 

'^V «z\l .Sz 1.2.3. {Szy + • ' • I 

• ^(^-f-»|) • • • ^^^y^ 
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dieselbe endigt, wenn 2 n gleich einer ungeraden ganzen Zahl 
ist, sonst geht sie ohne Ende fort und wird schliesslich divergent. 
Nichtsdestoweniger kann, wenn z gross ist, der convergente 
Theil zur Berechnung benutzt werden ; denn es lässt sich nach- 
weisen, dass die Summe irgend einer Anzahl von Gliedern von 
dem wirklichen Werth der Function um weniger als das letzte 
mit einbegrifFene Glied abweicht. Wir werden später in Ver- 
bindung mit einem andern Problem Gelegenheit haben, die 
Entwickelung dieser absteigenden Reihe zu betrachten. 

Da' die Bessel'schen Functionen in der theoretischen 
Akustik von hervorragender Wichtigkeit sind, so habe ich es 
für zweckmässig gehalten, eine Tabelle für die Functionen 
e7"o und Ji zu geben, die dem Lommel' sehen Werke i) ent- 
nommen sind und ursprünglich von Hansen herrührt. Die 
Functionen «7"o ^nd Ji sind durch die Relation verknüpft: 







e^o'- 


- Ji. 






z 


«/o(^) 


J^(Z) 


z 


^0 W 


J^(z) 


0,0 


1,0000 


0,0000 


1,5 


0,5118 


0,5579 


0.1- 


0,9975 


0,0499 


1,6 


0,4554 


0,5699 


0,2 


0,9900 


0,0995 


1,7 


0,3980 


0,5778 


0,3 


0,9776 


0,1483 


1,8 


0,3400 


0,5815 


0,4 


0,9604 


0,1960 


1,9 


0,2818 


0,5812 


0,5 


0,9385 


0,2423 


2,0 


0,2239 


0,5767 


0,6 


0,9120 


0,2867 


2,1 


0,1666 


0,5683 


0,7 


0,8812 


0,3290 


2,2 


0,1104 


0,5560 


0,8 


0,8463 


0,3688 


2,3 


0,0555 


0,5399 


0,9 


0,8075 


0,4060 


2,4 


+ 0,0025 


0,5202 


1,0 


0,7652 


0,4401 


2,5 


— 0,0484 


0,4971 


1,1 


0,7196 


0,4709 


2,6 


0,0968 


0,4708 


1,2 


0,6711 


0,4983 


2,7 


0,1424 


0,4416 


1,3 


0,6201 


0,5220 


2,8 


0,1850 


0,4097 


1,4 


0,5669 


0,5419 


2,9 


0,2243 


0,3754 



^) Lomm el , Studien über die Besser sehen Functionen. Leipzig, 1868. 
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X 


'/o W 


'h W 


z 


«^•W 


«^i W 


8,0 


— 0,2601 


0,3391 


6,3 


0,2238 


— 0,2081 


8,1 


0,2921 


0,3009 


6,4 


0,24a3 


0,1816 


8,2 


0,3202 


0,2613 


6,5 


042601 


0,1538 


8,8 


0,3448 


0,2207 


6,6 


0,2740 


0,1250 


8,4 


0,8643 


0,1792 


6,7 


0,2851 


0,0953 


8,5 


0,3801 


0,1374 


6,8 


0,2931 


0,0652 


8,0 


0,8918 


0,0955 


6,9 


0,2981 


0,0349 


8,7 


0,8992 


0,0538 


7,0 


0,3001 


— 0,0047 


8,8 


0,4026 


+ 0,0128 


7,1 


0,2991 


+ 0,0252 


8,0 


0,4018 


0,0272 


7,2 


0,2951 


0,0543 


4,0 


0,3972 


0,0660 


7,3 


0,2882 


0,0826 


4,1 


0,3887 


0,1033 


7,4 


0,2786 


0,1096 , 


4,12 


0,8766 


0,1386 


7,5 


0,2663 


0,1352 


4.8 


0,3610 


0,1719 


7,6 


0,2516 


0,1592 


4,4 


0,3428 


0,2028 


7,7 


0,2346 


0,1813 


4,6 


0,8205 


0,2311 


7,8 


0,2154 


0,2014 


4.G 


0,2961 


0,2566 


7,9 


0,1944 


0,2192 


4J 


0,2693 


0,2791 


8.0 


0,1717 


0,2346 


4,8 


0,2404 


0,2985 


8,1 


0,1475 


0,2476 


4,0 


0.2097 


0,3147 


8,2 


0,1222 


0,2580 


M 


0,1776 


0,3276 


8,3 


0,0960 


0,2657 


ft|l 


(X144a 


0,3371 


8,4 


0,0692 


0,2708 


l<^ 


i\1103 


0.3432 


8,5 


0,0419 


0,2731 


^3 


i\075v^ 


0,3460 


8,6 


+ 0,0146 


0,2728 


M 


iVV|l2 


0,3453 


8J 


— 0,0125 


0,2697 


5.5 


— 0.1X168 


0,3414 


8,8 


0,0392 


0,2641 


M 


•i aiiiiTo 


1X3343 


8,9 


0,0653 


0,2559 


^7 - 


lX05i^ 


0,8241 


9,0 


0,0908 


0,2453 


M 


aiw7 


IXSIIO 


9>1 


0,1142 


0,2324 


\^ 


iXiaÄ> 


IXÄ^I 


9^ ; 


1X1367 


0^174 


6.0 


iKUVV 


1X:J7«7 


9.3 ; 


1X1577 


O,20(M 


^l 


iXKTS 


0.:iCO9 


9,4 


ai7«s 


aidl6 


<iv^ 


iXÄnr 


i iX^ii» 
1 


9.5 j 


1X1939 ; 


1 0,1613 
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z 


e/o(^) 


J^(z) 


z 


JoW 


J^(z) 


9,6 


— 0,2090 


0,1395 


11,6 


0,0446 


0,2320 


9,7 


0,2218 


0,1166 


11,7 


0,0213 


0,2383 


9,8 


0,2323 


0,0928 


11,8 


-f 0,0020 


0,2323 


9,9 


0,2403 


0,0684 


11,9 


0,0250 


0,2290 


10,0 


0,2459 


0,0435 


12,0 


0,0477 


0,2234 


10,1 


0,2490 


-I- 0,0184 


12,1 


0,0697 


0,2157 


10,2 


0,2496 


— 0,0066 


12,2 


0,0908 


0,2060 


10,3 


0,2477 


0,0313 


12,3 


0,1108 


0,1943 


10,4 


0,2434 


0,0555 


12,4 


0,1296 


0,1807 


10,5 


0,2366 


0,0789 


12,5 


0,1469 


0,1655 


10,6 


0,2276 


0,1012 


12,6 


0,1626 


0,1487 


10,7 


0,2164 


0,1224 


12,7 


0,1766 


0,1307 


10,8 


0,2032 


0,1422 


12,8 


0,1887 


0,1114 


10,9 


0,1881 


0,1604 


12,9 


0,1988 


0,0912' 


11,0 


0,1712 


0,1768 


13,0 


0,2069 


0,0703 


11,1 


0,1528 


0,1913 


13,1 


0,2129 


0,0489 


11,2 


0,1330 


0,2039 


13,2 


0,2167 


0,0271 


11,3 


0,1121 


0,2143 


13,3 


0,2183 


— 0,0052 


11,4 


0,0902 


0,2225 


13,4 


0,2177 


+ 0,0166 


11,5 


0,0677 


0,2284 









^ , 201. In Uebereinstimmung mit der Bezeichnungsweise 
far die Bessel'schen Functionen kann daher der Ausdruck 
für eine Normalßchwingungscomponente geschrieben werden: 

w = ^Jn O^r) cosn (d' -f a) cos(jpt + «)• . . (1); 

die Grenzbedingung erfordert, dass : 

Jn{7ca) = ..'.... (2), 

eine Gleichung, deren Wurzeln die zulässigen Werthe von x 
und daher auch von p giebt. 

Der vollständige Ausdruck für w wird erhalten, indem 
man die in (1) enthaltenen particulären Lösungen mit allen 
zulässigen Werthen von x und n addirt; er ist nothwendiger 
Weise allgemein genug, um jeden möglichen Anfangszustand, 



Bayleigh, Theorie des Schalles. 



23 



354 SCHWINGITNGEIT VON MEMBRANEN. 

den man sich nur denken kann, wiederzugeben. Wir schliessen 
hieraus, dass jede Function von r und d" innerhalb der Grenzen 
des Kreises r = a in die folgende Reihe entwickelt werden 
kann : 

w = 22 Jn (xr) {(pcos n% + ^s*»» n^] . . . (3). 

Für jeden ganzen Werth von n giebt es eine Reihe von 
WcFthen von x, die durch (2) gegeben sind; für jeden dieser 
letzteren Werthe sind die Constanten q> und ^ willkürlich. 

Die Bestimmung der Constanten wird auf die gewöhnliche 
Weise ausgeführt Da die Energie der Bewegung gleich: 

^Q C Cio^r d^dr (4) 



ist, und da dieselbe, wenn man sie mit Hülfe von Normal- 
coordinaten ausdrückt, nur die Quadrate der letzteren enthalten 
kann, so folgt, dass das Product von je zwei Gliedern in (3) 
verschwindet, wenn dasselbe über die Fläche des Kreises 
integrirt wird. Daher ergiebt sich, wenn (3) mit t7i,(xr) cosn%' 
multiplicirt und dann integrirt wird: 

a 271 



I I wJn (^r) €0$ nO" rdr dd' 



= ^ f f[^n(^r)f cos^nd'rdrdd' 



= q>,n j[J^{}tr)'\^rdr , . . (5), 



wodurch q> bestimmt ist. Man erhält die entsprechende Formel 
für ^, wenn man sin n%' für cös n O* schreibt. Eine Methode, 
um den Werth des Integrals auf der rechten Seite zu ermitteln, 
wird gleich gegeben werden. Da 9 und V' jedes zwei Glieder 
enthält, eins, das mit cos pt variirt und das andere mit sin pt^ 
so liegt es jetzt auf der Hand , wie die Lösung immer so an- 
gepasst werden kann, dass sie mit beliebigen Anfangswerthen 
von w und tQ zusammenfallt. 

202. Wir wollen jetzt specieller den Charakter der Fun- 
damentalschwingung untersuchen. Ist n == 0, so ist w eine 
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Function von r allein, das heisst, die Bewegung ist mit Rück- 
sicht auf den Mittelpunkt der Membran symmetrisch. Die 
Knotenlinien, wenn solche vorhanden, sind concentrische Kreise, 
deren Gleichung ist: 

Jo (xr) = (1). 

Hat n einen ganzen von Null verschiedenen Werth, so 
ist fv eine Function sowohl von -9" wie von r; die Gleichung 
des Systems der Knotenlinien nimmt die Form an: ^ 

Jn(icr) co8n(d' -^ a) = (2). 

Das System der Knotenlinien lässt sich daher in zwei 
Theile theilen, von denen der erste aus concentrischen Kreisen 
besteht, die dargestellt werden durch: 

e/n (xr) = (3), 

und der zweite aus den Durchmessern: 

» = a + (2m+l)j^ (4), 

worin m eine ganze Zahl ist. Von diesen Diametern sind n 
vorhanden, welche gleichmässig rund um den Mittelpunkt an- 
geordnet sind; in sonstiger Hinsicht ist ihre Lage willkürlich. 
Die Radien der kreisförmigen Knotenlinien werden später 
untersucht' 

203. Die wichtige Integralformel: 

a 



/• 



^ Jn(xr)Jn(x'r')rdr = (1), 



worin X und x' verschiedene Wurzeln von : 

J,(xa) = (2) 

sind, kann analytisch mit Hülfe der durch Jn (xr), Jn (x'r) 
erfüllten Differentialgleichungen nachgewiesen werden. Es ist 
indessen einfacher und instructiver mit dem allgemeineren 
Problem zu beginnen, bei welchem die Begrenzung der Mem- 
bran nicht auf einen Kreis beschränkt ist. 

Die Variationsgleichung der Bewegung lautet: 

23* 
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SV -\- Q f f'wSwdxdy = (3), 



worin : 



und daher: 



»In diesen Gleichungen bezieht sich w auf die wirkliche Be- 
wegung und 8 w auf eine hjrpothetische Verschiebung, die sich mit 
den Bedingungen, denen das System unterworfen ist, verträgt* 
Wir wollen nun annehmen, dass das System eine von seinen 
Normalschwingungscomponenten ausfahrt, so dass w ■= u und 

Ä + i>*w = (6), 

während Sw einer andern Normalfunction v proportional ist. 
Da X = |) : c, so erhalten wir aus (3): 

"ff "'''»= fflr.r. +1;g)^«''»- w 

Das Integral rechter Hand ist in Bezug auf u und v symme- 
trisch, daher: 

(x'2 — x2) r fuv dxdfj = 0., . . . (8), 

worin zwischen x'^ und v dieselbe Beziehung herrscht wie 
zwischen x^ und u. 

Demgemäss ist, wenn die durch u und v dargestellten 
Normalschwingungen verschiedene Perioden besitzen: 

I I uvdxdy r=0 (9). 

Bei Ableitung dieses Resultates haben wir keinerlei An- 
nahme über die Bedingungen an der Begrenzung gemacht 
ausser der, welche in der Abwesenheit von Reactionskräflen 
gegen* Beschleunigung liegt, die, wenn sie existirte, in der 
Fundamentalgleichung (3) auftreten würde. ^ 

Nehmen wir in (8) x' = x an, so wird die Gleichung 
identisch erfallt, wir können dann aus derselben nicht auf den 

Werth von / 1 u^ dx dy schliessen. Um in diesem Falle den 
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Werth dieses Integrals zu ermitteln, müssen wir einen etwas 
andern Weg einsehlagen. 

Sind u und v Functionen, die innerhalb eines gewissen 
Bereiches die Gleichungen: SJ^u + 7i^u = 0^ V*^ + x!^v=0 
erfüllen, so haben wir nach dem Green'schen Satz: 

(x'3 — x2) / I uvdxdy :== I I (vS7^u — uS7^v)dxdy 



r/ du dv\^ ,,^. 

= I Iv u ■^]ds. ..(10). 

J \ dn dn/ 



Wir wollen nun annehmen, dass v von u durch eine kleine 
Aenderung von tc abgeleitet ist, so dass: 

t; = w -|- -- dx, x' = X 4- dx: 
dx ' 

wir finden nach Substitution in (10): 

2.ffu^äxäy =/(^ £ - « £r,) '^- • . (11). 
oder, wenn u an der Begrenzung verschwindet: 

2.ffu^ä.äy=f£f^äs (12). 

Bei der Anwendung auf eine kreisförmige Fläche vom 
Radius r haben wir: 

u = cos w-O" Jn (xr) 



(13). 

V = cos nd" Jn (xV)J 

Daher aus (10) nach Einsetzen von Polarcoordinaten und Inte- 
gration in Bezug auf O* : 



r 

(x'a _ x») /"j, (xr) Jn (x'r) rd 



= rJn{xr) — Jn{x!r)^rJn{x'r) — Jn{xr). . . (14). 
aT a r 

Demnach ist, wenn: 

^ Jni^'r) : Jn (x'r) = — /„(xr) : Jn(^r) 
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and X und ii von einander Tenehieden änd: 



r 



jJnii^r)Jn{7ifr)rdr = (15), 

eine Gleichung, welche zneret von Fonrier für den Fall, dass: 

/.(Är) = /. (jc'r) = 

iift, bewiesen wurde. 

Andererseits folgt aus (12 j: 

o /r«/ ^ ^ <l/d/ ^ d^J 

J dx dr dr di 



dx 



= xr^J'^ — xr^J 



(•^" + rr4 



worin die Accente DifTerentiationen in Bezug auf xr bedeuten. 
Nun ist: 

j" + J- j' + ("i _ 4L\ /= 0, 
^ xr \ x^r^J 



und daher: 

r 



2 I^Jn'i^r)rdr = rV„'^(xr) + r^ ^1 - ^^^ /«^(xr). . . (16). 



Diuses licöultat ist allgemein. Wenn aber, wie bei der An- 
wendung auf Membraneu mit fester Begrenzung: 

«/«(xr) = 0, 
80 ist: 

r 

^fjnH^r)rdr = r^Jn'Hxr) (17). 



204. Wir können das eben erhaltene Resultat dazu be- 
nutKon, dio Ausdrücke für T und V zu vereinfachen. Aus 

w = Hi: {<p^nJH{>imHr)cosnd' + tmnJ'n(yimnr)sinnd']. . . (1), 

orgiobt sich: 
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woraus als Normalbe wegungsgleichung folgt: 

4. 

und eine analoge Gleichung für ^^n. Der Werth von Oj^n 
ergiebt sich aus der Ueberlegung, dass ^mn^^>mn die während 
einer hypothetischen Verschiebung 8 tp^n von den äusseren 
Kräften geleistete Arbeit ist, so dass wir, wenn Z die auf die 
Flächeneinheit wirkende äussere Kraft ist, haben : 

^mn =J jZJn (x^^ r) COS n^ tdr d%^ . . . (5). 

Diese Ausdrücke und Gleichungen finden keine Anwendung 
bei dem Fall w = 0, wo 9? und ^ in einander übergehen. Wir 
haben dann: 



I • » * » 
7=- p3ra*i)mo*Jo'*(Xmo«)9'.«on 



(6), 



2a>,„o 



9».0+l'mO>»0 = p^^,^^,,(^^^^). . . . (7). 

Als ein Beispiel wollen wir annehmen, dass die Anfangs- 
geschwindigkeiten Null sind und dass der Anfangszustand der 
ist, welcher unter der Wirkung eines constanten Druckes Z 
eintritt. Daraus ergiebt sich: 

a 

0^0 = Z .2% I Jq (x,„or) rdr. 


Nun ist nach der Differentialgleichung: 



rJo (xr) = - {r Jo"(xr) + \ /o'('«r)}, 



und daher: 



a 

J Jo (xr) 



rdr = —^Jo'(xa) (8), 





60 dass: 
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Setzen wir diesen Werth in (7) ein, so finden wir für den An- 
fangswerth von ipmo' 

— 4Z 

Für Werthe von n, die von Null verschieden sind, verschwin- 
den und der Anfangswerth von (pmn- Der Zustand des 
Systems zur Zeit t wird ausgedrückt durch: 

9mO= (fPtno)t==0 ' COSp^not (10), 

t^ = 2g)moJQ i^mor), . (11), 

wobei sich die Summation über alle zulässigen Werthe von 
}Cjno erstreckt. 

Als ein Beispiel einer erzwungenen Schwingung nehmen 
wir etwa an, dass Z, welches in Bezug auf den Raum noch con- 
stant sein soll, sich wie eine harmonische Function der Zeit 
ändert. Es mag dieses als eine rohe Darstellung für den Zu- 
stand einer kleinen Membran gelten, welche durch einen Zug 
von Luftwellen in Bewegung gesetzt wird. Ist Z = cospt, so 
finden wir nahezu wie vorher: 

w = — cos pty, j-z — J Tf/ ^\ • • • (12). 

Die erzwungene Schwingung ist natürlich von O* unab- 
hängig. Wir werden sehen, dass, während keine der symme- 
trischen Normalcomponenten verloren geht, doch die relative 
Bedeutung derselben sehr variiren kann, speciell, wenn zwischen 
q und einer der Grössen aus der Reihe der Grössen i^^o.eine 
grosse Annäherung herjscht. Ist die Annäherung sehr gross, 
so muss die Wirkung von dissipativen Kräften mit in Rech- 
nung gezogen werden. 

205. Die Tonhöhen der verschiedenen einfachen Töne 
und die Radien der kreisförmigen Knotenlinien hängen von 
den Wurzeln der folgenden Gleichung ab: 

Jn{Ka) = Jn(/) = 0. 



\ 
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Werden diese Wurzeln (mit Ausnahme der Null) nach 
ihrer Grösse geordnet genannt: j?«(^\ ZrP'\ ej^^- • • ^n^^' • •, so 
findet man die zulässigen Werthe von p, indem man die 
Grössen ;er„('> mit c : a multiplicirt. Die particuläre Lösung kann 
dann geschrieben werden: 

Der niedrigste Ton der Gruppe n entspricht -8r„(^); da in diesem 
Falle Jn ( ^e^wri^ — l für keinen der Werthe von r kleiner wie a 



'» (^n(l, 



verschwindet, so ist im Innern keine kreisförmige Knotenlinie 
vorhanden. Setzen wir s = 2, so verschwindet J„, wenn : 



a 



das ist, wenn 



'n 

a 



«(1) 



^^<«' 



diese Gleichung giebt also den Radius des einzigen Knoten- 
kreises im Innern. Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn wir 
die Wurzel ^„^^^ nehmen, eine Schwingung mit s — 1 Knoten- 
kreisen (mit Ausschluss der Begrenzung) , deren Radien 
sind resp.: 

^ 77\^ öf TT, • • • fit TT . 

Alle Wurzeln der Gleichung J"« (xa) = sind reel. Es 
möge nämlich, wenn imaginäre Wurzeln möglich wären, 
xa = A -\- ifi eine Wurzel sein; da dann x'a = A — ifi 
auch eine Wurzel wäre, so hätten wir nach (14) §. 203: 

a 


Nun sind Jn {^t), Jn (>fcV) conjugirte complexe Grössen, 
deren Product nothwendiger Weise positiv ist, so dass die 
obige Gleichung erfordert, dass entweder A oder ^ verschwin- 
den. Dass A nicht verschwinden kann, geht aus der Ueber- 
legung hervor, dass, wenn xa eine rein imaginäre Grösse ist, 
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jedes Glied der aufsteigenden Reihe für J„ positiv wäre, und 
dass deshalb die Summe der Reih^ unmöglich verschwinden 
könnte. Wir schliessen hieraus, dass ft = 0, oder dass x reel 
ist 1). Zu demselben Resultat hätte man durch die Ueberlegung 
kommen können, dass in dem analytischen Ausdruck für eine 
Normalschwingungscomponente nur Kreisfunctionen in Bezug 
auf die Zeit eintreten können. 

Di^ Gleichung /„ (z) = 9 ^^^ (Null ausgeschlossen) keine 
gleiche Wurzeln. Aus Gleichungen (7) 'und (8) §. 200 er- 
halten wir: 

Jn ^= -- e7"n — Jn + li 

woraus wir entnehmen, dass, wenn «/"„ und Jn für denselben 
Werth von z verschwinden würden , Jn-\-i für diesen Werth 
ebenfalls verschwinden müsste. Nach der Gleichung (8) §. 200 
wurde dieses aber verlangen, dass alle Functionen Jn für den 
fraglichen Werth von z verschwinden 2). 

206. Die wirklichen Werthe von e können durch Inter- 
polation aus Hansen's Tabelle gefunden werden, so weit wie 
sich letztere erstreckt; oder es können aus der absteigenden Reihe 
durch die Methode der successiven Annäherung Formeln be- 
rechnet werden, welche die Wurzeln direct ausdrücken. Für 
den wichtigen Fall von symmetrischen Schwingungen (n = 0) 
lassen sich die Werthe von Zq aus folgender von Stokes^) an- 
gebenen Formel berechnen: 



1) Biemann, S. 260. 

^) Bourget, Memoire sur le mouvement vibratoire des membranes circulai' 
res. Ann, de tecole normale^ t. III, 1866. An einer Stelle memfcBourget 
bewiesen zu haben, dass kein Paar von Besser sehen Functionen von 
ganzer Ordnung dieselbe Wurzel ha^n kann; ich kann nicht finden, 
dass dieser Beweis wirklich geführt ist. Das Theorem ist indessen 
wahrscheinlich richtig. Für Functionen, deren Ordnungen um 1 oder 
2 von einander abweichen, kann dasselbe leicht aus den Formeln von 
§. 200 bewiesen werden. 

^) Camh, Phil. TVans. Vol. IX. „ On the numerical calculation of a dass 
qf definiie integrals and infinite series," 
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^0 



(«) 



= s — 0,25 + 



0,050661 



0,053041 0,262051 
-1)» "^ (4s-- 1) 



(1). 



0,245835 



(2). 



4s— 1 (4s- 
Für w = 1 lautet die Formel: 

^/->_, , 0^5 0>151982 0,015399 

^ —8 -r v,40 4s ^ 1 "1- (4s+ 1)3 (4s + 1)5 

Die letzte Reihe ist convergent genug, selbst für die erste 
Wurzel, welche s = 1 entspricht. Die Reihe (1) genügt für 
aHe Werthe vop s, die grösser wie Eins sind; die erste 
Wurzel mnss aber unabhängig für sich berechnet werden. Die 
nachfolgende Tabelle (A) ist der Arbeit von Stokes ent- 
nommen, mit einer kleinen Aenderung in der Bezeichnungs- 
weise. 

Entweder aus der Formel oder der Tabelle ergiebt es sich, 
dass die Differenz zwischen aufeinanderfolgenden Wurzeln 
von höherer Ordnung annähernd gleich Jt ist Dies gilt für 
alle Werthe von n, wie direct aus der absteigenden Reihe (10) 
§. 200 folgt. 

Hr. Bourget hat in seiner Arbeit mehrere mit grossem 
Fleiss berechnete Tabellen der Schwingungszahlen von ver- 
schiedenen einfachen Tönen und der Radien der Kreisknoten- 
linien gegeben. Tabelle B enthält die Werthe von jgr, welche 
Jn (js) genügen, für w = 0, 1, ... 5, s = 1, 2, ... 9. 

Tabelle A 



s 


- für e/o (-er) — 0. 


Diff. 


- für Ji (z) — 0. 


Diflf. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


0,7655 
1,7571 
2,7546 
3,7534 
4,7527 
5,7522 
6,7519 
7,7516 
8,7514 
9,7513 
10,7512 
11,7511 


0,9916 
0,9975 
0,9988 
0,9993 
0,9995 
0,9997 
0,9997 
0,9998 
0,9999 
0,9999 
0,9999 


1,2197 

2,2330 

3,2383 

4,2411 

5,2428 

6,2439 

7,2448 

8,2454 

9,2459 

10,2463 

11,2466 

12,2469 


1,0133 
1,0053 
1,0028 
1,0017 
1,0011 
1,0009 
1,0006 
1,0005 
1,0004 
1,0003 
1,0003 
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Nimmt n eine beträchtliche Grösse an, so wird die Be- 
rechnung der ersten Wurzel mühsam. Für sehr grosse Werthe 
von n nähert sich das Verhältniss gn^^^ » n der Einheit, wie man 
aus der Betrachtung schliessen kann, dass die Tonhöhe des tief- 
sten Tones eines sehr spitzen Kreissectors allmälig immer mehr 
mit der Höhe des Tones eines langen, von parallelen Seiten 
begrenzten Streifens, dessen Breite gleich der grössten Weite 
des Sectors ist; zusammenfallen muss. 

Tabelle B. 



s 


n = 


n = 1 


n = 2 


n = 3 


n = 4 


n — 5 


1 


2,404 


3,832 


5,135 


6,379 


7,586 


8,780 


2 


5,520 


7,016 


8,417 


9,760 


11,064 


12,339 


3 


8,654 


10,173 


11,620 


13,017 


14,373 


15,700 


4 


11,792 


13,323 


14,796 


16,224 


17,616 


18,982 


5 


14,931 


16,470 


17,960 


19,410 . 


20,827 


22,220 


6 


18,071 


19,616 


21,117 


22,583 


24,018 


25,431 


7 


21,212 


22,760 


24,270 


25,749 


27,200 


28,628 


8 


24,353 


25,903 


27,421 


28,909 


30,371 


31,813 


9 


27,494 


29,047 


30,571 


32,050 


33,512 


34,983 



Die Figuren stellen die wichtigeren Normalschwingungs- 
arten dar; die angeschriebenen Zahlen geben die Schwingungs- 
zahl, wenn die des tiefsten Tones gleich Eins gesetzt wird, zu- 
sammen mit den als Bruchtheile des Radius der Membran 
ausgedrückten Radien der Kreisknotenlinien. In dem Falle 
von sechs Knotenlinien ist die angegebene Schwingungszahl 
das Resultat einer von mir angestellten, rohen Rechnung. 

Die den verschiedenen Fundamentaischwingungsarten einer 
kreisförmigen Membran zugehörigen ^Töne gehören keiner 
harmonischen Reihe an; indessen finden sich doch zwischen 
ihnen ein oder zwei annähernd harmonische Relationen, welche 
erwähnenswerth sind. So ist: 
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Fig. 38. 



1,000 



1,594 



2,136 
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2,296 
0,436 



2,653 



2,918 
0,546 




3,156 



3,501 
0,610 



'3,600 
0,278 0,638 




3,652 



4,060 
0,654 



4,154 



1,594 = 2,657 = 2,653 nahezu, 
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4 

-- . 1,594 = 2,125 = 2,136 nahezu, 

o 

5 
3 

2 . 1,594 == 3,188 = 3,156 nahezu, 

80 dass die vier tiefsten Schwingungsarten, die nur Durch- 
messer zu Knotenlinien haben, einen consonirenden Accord 
geben. 

Die Fläche der Membran wird durch das System von 
Knotenlinien auf solche Weise in Segmente eingetheilt, dass 
das Zeichen der Schwingung jedesmal wechselt, wenn eine 
Knotenlinie gekreuzt wird. Bei den Schwingungsarten, die 
Durchmesser zu Knotenlinien haben, tritt offenbar keine Ver- 
schiebung des Schwerpunktes der Membran ein. Bei symme- 
trischen Schwingungen ist die Verschiebung des Schwerpunk- 
tes proportional: 

Jj, (xr) rdr = - f[jo" (*r) + i^ J,' (xr)) rdr 

ein Ausdruck, der für keinen der zulässigen Werthe von x 
verschwindet, da Jo' (e) und Jo (£) nicht gleichzeitig verschwin- 
den können. Bei allen symmetrischen Schwingungsarten findet 
demnach eine Verschiebung des Schwerpunktes der Mem- 
bran statt 

207. Bis jetzt haben wir angenommen, dass die kreis- 
förmige Fläche der Membran vollkommen mit Masse ausge- 
füllt und dass nur der Umfang fest ist Es liegt aber auf der 
Hand, dass unsere Theorie thatsächlich auch die Lösungen 
von anderen Problemen enthält, z. B. einige Fälle einer von 
zwei concentrischen Kreisen begrenzten Membran. Die voll- 
ständige Theorie einer ringförmigen Membran erfordert die 
zweite Besser sehe Function, 
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Das Problem einer halbkreisförmigen Membran können 
wir schon als gelöst ansehen, da jede Schwingungsart, welche 
der Halbkreis ausfuhren kann , auch auf den ganzen Kreis an- 
wendbar sein muss. Um dieses einzusehen, ist es nur nöthig, 
jedem Punkte in dem complementaren Halbkreis eine Bewegung 
zu ertheilen, welche derjenigen entgegengesetzt ist, die von 
dem optischen Spiegelbild dieses Punktes in Bezug auf den 
begrenzenden Durchmesser ausgeführt wird^ Für die letztere 
Linie ist dann keine Gebundenheit nothwendig, um dieselbe 
als Knotenlinie zu erhalten. Aehnliche Betrachtungen lassen 
sich auf jeden Sector, dessen Winkel ein aliquoter Theil von 
zwei rechten Winkeln ist, anwenden. 

Ist der Winkel des Sectors willkürlich, so kann das Pro- 
blem in Werthen von ßessel'schen Functionen, mit gebroche- 
nem Index gelöst werden. Sind die festen Radien ^ = 0, 
-ö" = /S, so lautet die particulare Lösung: 

w = PJyni^f) sin —3— cos (pt — a) . . . (1), 

T ^ 

worin v eine ganze Zahl ist. Wir sehen, dass vjt : ß^ wenn 
Piff. 39. P ^^^ aliquoter Theil von n ist, eine 

ganze Zahl darstellt, und dass die Lö- 
sung dann unter den für einen voll- 
ständigen Kreis aufgestellten schon ent- 
halten ist. 

Ein interessanter Fall ist der, wo 

/S = 2 3r, welcher Fall dem Problem eines 

vollständigen Kreises entspricht, dessen 

Radius %• = wegen Gebundenheit zu 

einer Knotenlinie werden muss. 

Wir haben : 

w = PJi/^y (ycr) sin - vO" cos (pt — a). 

Ist V gerade, so giebt diese Gleichung, wie zu erwarten 
ist, Schwingungsarten, die ohne die Gebundenheit möglich 
sind; ist dagegen v ungerade, so treten neue Arten auf. 
In der That hat in dem letzten Fall die absteigende Reihe 
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für J ein Ende, so dass die Lösung in endlichen Gliedern aus- 
zudrücken ist, Daher ist, wenn v = 1: 

«7 = P . s%n -r^ cos (pt — «).... (2) 

Die Werthe von x werden gegeben durch; 
sin 9ca = 0, oder oca = mit. 

Es theilen somit die kreisförmigen Knotenlinien den festen 
Radius in gleiche Theile und die Reihe der Töne bildet 
eine harmonische Scala. Bei der tiefsten Schwingungsart ist 
die Membran zu jeder Zeit ganz nach derselben Seite von ihrer 
Gleichgewichtslage aus ausgebogen. Es ist bemerkenswertb, 
dass die Anbringung der Gebundenheit bei dem Radius d" = 
das Problem leichter wie vorher macht. 

Nehmen wir v = 3, so ist die Lösung: 

1 /sin 'KT \ ' 3 

w = P -7=( — cos xr) sin -^ d'cos (pt — s), . . (3). 

Vxr\ ^r J z 

^ig- 40. In diesem Falle sind die Radien, 

welche Knotenlinien bilden: 

^--3-, ^ = -3-; 

die möglichen Töne werden durch die 
Gleichung gegeben: 

lang xa = xa . . . (4). 

Um die Wurzeln von fang o? = a? 
zu berechnen, können wir annehmen: 




X 



= y^ + y^—y = ^ — y, 



wo y eine positive Grösse ist, welche klein ausfallt, wenn x 
gross. 

Setzen wir dieses ein, so finden wir cotg y = X — y, 
woraus : 

^ - xV + X -^ x^ + " ') - j -^ 16 ^ 116 
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Diese Gleichung muss durch successive Annäherung ge- 
löst werden. Es ergiebt sich leicht, dafts: 

so dass die Wurzeln von tang x = x gegeben sind durch: 

. = z-i--|x-3-l|z--H«x-v_...(5), 

wo: 



X:=(fn +1)«. 



In dem ersten Quadranten giebt es nach Null keine Wurzel, 
da tang x '^ x; jn dem zweiten Quadranten ist gar keine 
Wurzel vorhanden, da hier die Zeichen von x und fang x ein- 
ander entgegengesetzt sind. Die erste Wurzel nach Null liegt 
daher in dem dritten Quadranten, entsprechend »w = l. Selbst 
in diesem Falle convergirt die Reihe hinreichend, um den 
Werth dieser Wurzel mit hinlänglicher Genauigkeit zu geben, 
während auch noch für höhere Werthe von m die Genauig- 
keit genügend ist. Die wirklichen Werthe von x : n sind: 
1,4303, 2,4590, 3,4709, 4,4747, 5,4818, 6,4844 etc. 

208. Die Einwirkung einer kleinen Ungleichheit in der 
Dichtigkeit der kreisförmigen Membran auf di^ Periode kann 
nach der allgemeinen Methode des §. 90 aufgesucht werden. 
Wir haben schon »verschiedene Beispiele für die Anwendung 
dieser Methode gegeben. Es mag hier daher genügen, den Fall 
zu betrachten, wo ein kleines Gewicht M in einem Punkte, 
dessen Radius vector / ist, auf der Membran befestigt wird. 

Wir wollen zunächst die symmetrischen Schwingungs- 
typen (n = 0) vornehmen, deren Anwendbarkeit wir unge- 
achtet der Gegenwart von M annehmen dürfen. Die kinetische 
Energie T (6) §. 204 ändert sich dann von : 

Bayleigh, Theorie des Schalles. 24 
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nnd daher: 

WO Pmo^ den Werth von Pmo^ bedeutet, wenn kein Gewicht M 
vorhanden ist. 

Die unsymmetrischen Normalschwingungstypen sind für 
die unbelastete Membran nicht völlig bestimmt, für den gegen- 
wärtigen Zweck müssen dieselben aber so gewählt werden, 
dass sie die resultirende Periode zu einem Maximum oder 
Minimum machen, d. h. so, dass die Wirkung des Gewichtes 
die grösst- und kleinstmöglichste ist. Da nun eine Belastung 
nie die Tonhöhe steigern kann, so ist es klar, dass der Ein- 
fluss der Belastung der kleinstmöglichste, d. h. Null, ist, wenn 
der Sohwingungstypus der Art ist, dass ein Knotendurchmesser 
(gleichgültig welcher) durch den Punkt geht, wo man das 
Gewicht angebracht hat. Man muss annehmen, dass die un- 
belastete Membi*an zwei zusammenfallende Perioden besitzt, 
von denen eine durch Hinzufügung des Gewichts nicht ge- 
ändert wird. Der andere Typus ist so zu wählen, dass die 
Aenderung der Periode so gross wie möglich ausfallt, was 
augenscheinlich der Fall ist, wenn der Radiusvector r' den 
Winkel zwischen zwei neben einander liegenden Knotenlinien- 
durchmessern halbirt. Daher haben wir, wenn r' dem Werthe 
d" = entspricht, zu nehmen: 

SO dass (2) §. 204 wird : 

Das geänderte jj,„n* wird daher gegeben, durch: 

Pmn ^^-mn —^ ^^^, J^^^n^nO) ' ' ' ^^' 

Natürlich wird , wenn r' eine solche Grösse hat, dass das 
Gewicht auf einem der Knotenkreise liegt, keine von den bei- 
den Perioden geändert. 

Es möge M z. ß. im Mittelpunkte der Membran liegen. 
Jn (0) verschwindet, ausgenommen den Fall, dass n = 0; 
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J"„ (0) i8t= 1. Nur bei den symmetrischen Schwingungen 

wird die Tonhöhe durch eine centrale Belastung beeinflusst, 

und hierfür ist nach (1): 

M 

Nach (6) §. 200 ist: 

so dass die Anwendung der Formel (3) nur eine Kenntniss 
der Werthe von Ji {0) §. 200 verlangt, für den Fall, dass Jq (0) 
verschwindet. Für die tiefste Schwingungsart ist der Werth 
von Jo'i'ümoCi) gleich 0,51903 1). Hat.x^oa einen beträchtlichen 
Werth, so ist annähernd: 

eTin^mo») = 2 : ^x„.oa, 
so dass für die höheren Componenten der Einfluss der Be- 
lastung auf die Aenderung der Tonhöhe wächst 

Der Einfluss einer kleinen Unregelmässigkeit auf die 
Störung des Systems von Knotenlinien kann aus den Formeln 
des §. 90 berechnet werden. Die augenföUigste Wirtung ist 
die Krümmung der Knotendurchmesser in eine hyperbolische 
Form, welche von der Einfahrung von untergeordneten sym- 
metrischen Schwingungen herrührt. In vielen Fällen wird diese 
Störung begünstigt durch nahes XJebereinstimmen zwischen 
einigen der natürlichen Perioden. 

209. Wir wollen jetzt untersuchen, in welcher Weise die 
natürlichen Schwingungen einer gleichförmigen Membran durch 
eine kleine Abweichung von einer genauen Kreisgestalt be- 
einflusst werden. 

Welches auch die Art der Begrenzung ist, w genügt 
stets der Differentialgleichung: 



worin x eine zu bestimmende Constante ist. Nach dem Fx>u- 
ri er' sehen Satz lässt sich w in folgende Reihe entwickeln: 



1) Die folgenden Werthe sind annähernd 0,341, 0,271, 0,232, 0,206, 
0,187 etc. 

24* 
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W := Wo •+• tOi COS (-0* + «i) -j- «^2 COS 2 (^ + Oj) + • • • 

+ WnCOSn (^ + CCn) + " ', 

worin «To, Wi^ etc. Functionen von r allein sind. Setzen wir 
diesen Werth in (1) ein, so erkennen wir, dass Wn der folgen- 
den Differentialgleichung genügen muss : 
d^Wn . l dw. 



+ y-^ H— '^ '■ = "• 



dr^ 

deren Lösung ist: 

«;„aJn(xr); 

denn es kann, wie in §. 200, die andere Function von r nicht 

auftreten. 

Der allgemeine Ausdruck für w kann daher geschrieben 

werden : 

w = AoJo(7tr) + «7i(xr) (Äicosd" + Bisin^) -f- • • . 

+ JnC^O {ÄnCosnd' -\- BnSifin^) + • • • • (2). 
Für alle Punkte der Begrenzung muss w verschwinden. 

Bei einer nahezu kreisförmigen Membran ist der Radius- 
vector nahezu constant. Wir können r =^ a + dr setzen, wo 
8r eine kleine Function von d" ist. Daher lautet die Grenz- 
bedingung : 

= ^0 \/o(^a) -f xÄr Jo'(««)] H 

+ [J'ni^o) + xtfre7"„'(xa)] [AnCOsn%' + BnSinnd'] 

+ (3), 

welches für alle Werthie von d' gültig ist. 

Wir wollen zunächst die Schwingungsarten betrachten, 
welche nahezu symmetrisch sind, für welche wir also an- 
nähernd haben: 

w = AqJq (xr). 

Alle übrig bleibenden Coefficienten sind klein im Vergleich 
zu ilo, da die Schwingungsart nur wenig von derjenigen ab- 
weichen kann, welche eintreten würde, wenn die Begrenzung 
ein genauer Kreis wäre. Werden daher die Quadrate von 
kleinen Grössen vernachlässigt, so wird (3) : 
A(i[Jo{7cd)'\-xdrjQ'(xa)] -f JiixaJlAiCOsd" -\- Bisind'] -^ — 

+ Jn (xa) [Ancosnd' -f BnSinn^] -}-.•. = ... . (4). 

Integriren wir diese Gleichung nach d" zwischen den Gren- 
zen und 2^, so erhalten wir: 



oder: 
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Jn 



271 

xa -\- K I i 



dr^ = 
2n\ 



(5). 



welches zeigt, dass die Tonhöhe der Schwingung annähernd 
dieselbe ist, als wenn der Radiusvector über der ganzen Aus- 
dehnung gleichförmig seinen Mittel werth' hätte. 

Dieses Resultat gestattet uns eine rohe Schätzung der 
Tonhöhe einer jeden Membran vorzunehmen , deren Begren- 
zung nicht ausserordentlich verlängert ist. Bedeutet die 
Fläche, so dass Qi5 die Masse der ganzen Membran ist, so ist 
die Schwingungszahl des tiefsten Tones annähernd : 



2:;r X 2,404 X 



r öp 



(6). 



Um den geänderten Schwingungstypus aufzusuchen, wol- 
len wir (4) mit cosn^^ oder sinn^" multipliciren und dann 
wie vorher integriren. Daher: 



271^ 



A«^o'(^ö) / liSrcosnd'dd' + 3rJ.«e7„(xa) = 



27r 



(7). 



A(iJQ{xa) I xdrsinnd'dd' + jtBnJni^a) = 



durch welche Gleichungen die Verhältnisse ^„, : Äq und 
Bn : Äq bestimmt werden. 

Ist nach der Fourier'schen Entwickelung: 

dr = dfo + Sri 4" • • • + ^^n + • • • 
so kann der schliessliche Ausdruck für w geschrieben werden: 
w:AQ=Jo(Kr) 

_,7„'(xa)f^lM^ + ... + ^^ii^ 

l «7i(xa) Jni^o) j 

Ist die Schwingung nicht annähernd symmetrisch, so wird 
die Frage complicirter. Die Normalschwingungsarten für die 
genau kreisförmige Membran sind einigermaassen unbestimmt, 
indess beseitigt die Unregelmässigkeit in der Begrenzung im 
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Allgemeinen die Unbestimmtheit Die Lage der Knotendurch- 
messer muss so gewählt werden, dass die resultirenden Perio- 
den ein Maximum oder Minimum haben. Wir wollen indessen 
annehmen, dass der angenäherte Schwingungstypus ist: 

w = AyJy(xr)cosvd' (9), 

und später untersuchen, wie die Anfangslinie gewählt werden 
muss, damit diese Form für w Geltung hat. 

Nehmen wir alle übrigen Coefficieuten als klein im Ver- 
gleich mit Äy, so erhalten wir aus (4): 

AQJo(xa) -\ 1- Äy[Jy('ita) -f iiSrJy(oia)]cosvd' 

+ ByJy(Ka) sin v^ -] 

-{- Jn('>ta)[ÄnCosn^ + BnCosn^] -{-•.. = 0. (10). 

Multipliciren wir mit cosvd' und integriren, so wird: 

in 

7cjy(xa) + ocJy(xa) I drcos^vd'dd' = 0, 

b 
oder: 

2n 



xa + X / drcos^vd^ — 1=0, 





welches zeigt, dass der wirkliche Radius der Membran ist: 

2n 

a -\- J drcos^v&— (11). 



Die Verhältnisse von An und Bn zu Ay können wie vor- 
her durch Integration der Gleichung (10) erhalten werden, 
nachdem letztere mit cosnd' oder sinnd' multiplicirt ist. 

Am meisten Interesse hat aber die Tonhöhe. Die An- 
fangslinie ist so zu wählen, dass sie den Ausdruck (11) zu 
einem Maximum oder Minimum macht. Beziehen wir uns auf 
eine feste Linie im Räume, indem wir d' — «an Stelle von a 
setzen, so haben wir die Abhängigkeit von a von der Grösse: 

drcos^v(d' — a)dd'y 



ins Auge zu fassen. Diese Grösse kann auch folgendermaassen 
geschrieben werden: 



2; 

/ 
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371: 

cos^va I drcos^vd'dd' 



271: 

+ 2cosva8invu 1 dreosvd'sinvQ'dd' 

271 

+ sin^va I drsin^vd-dd- (12), 

b 
und hat die Form: 

Äcos^va + 2Bco8vasinva 4- Csin^va, 

worin Ä^B^ unabhängig von a sind. Es giebt demnach 
zwei zulässige Lagen der Knotendurchmesser, von denen die 
eine die Periode zu einem Maximum, und die andere diese zu 
einem Minimum macht. Die Durchmesser des einen Satzes von 
Linien halbiren die Winkel zwischen den Durchmessern des 
anderen Satzes. 

Es giebt indessen auch Fälle, in welchen die Normal- 
Bchwingungsarten unbestimmt bleiben; das tritt ein, wenn der 
Ausdruck (12) unabhängig von a ist. Und dieses ist wiederum 
der Fall, wenn dr constant oder wenn dr proportional cosvQ' ist. 
Z.B. wurde, wenn 8r proportional cos 2-9', oder in anderen Worr 
ten, wenn die Begrenzung leicht elliptisch gekrümmt wäre, das 
dem Werthe n = 2 entsprechende Knotenliniensystem (welches 
aus einem Paar senkrecht auf einander stehenden Durchmesser 
besteht) der Lage nach unbestimmt bleiben, wenigstens bei 
diesem Maasse der Annäherung. Dagegen muss der n = 1 
entsprechende einzelne Durchmesser mit einer der Hauptaxen 
der Ellipse zusammenfallen; die Perioden sind für die beiden 
Azen verschieden. 

210. Wir haben gesehen, dass der tiefste Ton einer Mem- 
bran, deren Begrenzung annähernd kreisförmig ist, nahezu der- 
selbe wie der einer mechanisch ähnlichen Membran ist, von der 
Form eines Kreises mit demselben mittleren Radius oder dem- 
selben Flächeninhalt Bei gegebenem Flächeninhalt der Mem- 
bran muss offenbar irgend eine Form der Begrenzung vorhan- 
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den sein, für welche die Toohöhe (des Grundtones) die tiefst- 
möglichste ist; diese Form kann keine andere wie der Kreis 
sein. Für eine angenäherte Kreisform vermag man einen ana- 
lytischen Beweis hierfür zu geben, von dem das Folgende einen 
Abriss enthält. 

In dem allgemeinen Werth von w: 

io = AiiJo(7tr) + ... + Jn(^r)(ÄnC08nd--\-Bsinnd-)-{' . . (1), 

sind für den gegenwärtigen Zweck Äi^ JBx, ... als klein gegen- 
über A^ zu nehmen. Wir finden aus der Bedingung, dass to ver- 
schwindet, wenn r = a + ^''- 

AoJo(^a)+^ÄoJo'(yca)dr+^K^ÄoJo"(^a).iöry + ''' 

+i:[{Jn{'iia)+HJn'(xa)dr-^'''][ÄnC08nd'+BnSinnd'}]z=zO..(2). 

Daher erhalten wir, wenn : 
dr = ctiC08d' + ßisin^ + ••• + a„cosn'9' + ßnSinn^' + . . (3), 
nach Integration in Bezug auf d' von bis 2 ä: 

2AoJo + l oc^AoJo" 2"" V^ + /*«') 

+ « y]^'"[((^nÄn + ßnBn)Jn'] = . . (4). 

Hieraus entnehmen wir, wie vorhin, dass, wenn die Qua- 
drate der kleinen Grössen vernachlässigt werden: Joi^a) = 
ist, oder dass bis zu diesem Grade von Annäherung der mittlere 
Radius auch der wirklich zu nehmende Radius ist Um eine 
grössere Annäherung zu erhalten, bestimmen wir zunächst -4» :-4o 
und Bn : Boy indem wir (2) mit cosnd'^ sinnd' multipliciren 
und dann zwischen den Grenzen und 2 7t integriren. Daher : 

ÄnJn = — JtOfn^O Jo', ^n^n = — xßnÄ^Jo' . . (5). 

Setzen wir diese Werthe in (4) ein, so erhalten wir: 

Da Jq die folgende Fundamentalgleichung erfüllt: 

^o" + ;i- /o' + /o = (7). 
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und in dem vorliegenden Falle Jq annähernd = ist, so kön- 
nen wir Jo" dui*ch Ji' ersetzen. Gleichung (6) wird dann: 

Wir wollen nun annehmen, dass a '\- da der Aequiva- 
lentradius der Membran ist, so dass: 

e7'o[x(a + da)\ = J^{%a) + jQ(xa)xda = 0. 

Dann ergiebt sich nach (8): 

äa=-l>c s;i;h' + M [% + 2^)] . . . . (9). 

Andererseits ist, wenn a -\- da' den Radius der genau 
kreisförmigen Membran mit demselben Flächeninhalt, Mrie die 
vorliegende Membran, bedeutet: 

***»' = i 2]I"(«-* + M (10), 

60 dass: 

£s fragt sich jetzt: welches ist das Zeichen des Gliedes 
auf der rechten Seite? 

Ist n == 1 und wird £? für xa geschrieben, so verschwindet: 

annähernd wegen Gleichung (7), da im Allgemeinen Ji = — Jq' 
und in dem vorliegenden Falle Jq (js) annähernd = ist. Daher 
haben wir da' — da = % was auch augenscheinlich der Fall sein 
muss, da der fragliche Ausdruck nur eine Verschiebung des 
Kreises darstellt, ohne eine Aenderung in der Form der Be- 
grenzug darzustellen. Wenn n = 2, so ergiebt (8) §. 200: 

z 
woraus wir mit Hinzuziehung von (7) finden, dass, wenn «Ti = 0: 

(12), 
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Demnach : 

äa! -da = ^ («,» + /!»,») (y - l) • • (13), 

welcher Ausdruck positiv ist, da jer = 2,404. 
Wir haben noch zu beweisen, dass: 

für alle ganzen Werthe von w, die grösser wie 2 sind, positiv 
ausfallt, wenn z = 2,404 ist Zu diesem Zwecke können wir 
einen Satz benutzen, der sichinRiemann's „Partielle Differen- 
tialgleichungen*' findet. Der Satz sagt aus, dass weder Jn noch 
Jn eine Wurzel haben, die kleiner wie n ist (mit Ausnahme 
der Null). Die Differentialgleichung für e/i, kann in folgende 
Form gebracht werden : 

(AT \ 
so gut wie ^ ** j positiv sind. 

Demffemäss wächst ,, * ■ zunächst und hört mit dem Wach- 
° dloge 

sen nicht eher auf, als bis g = n] hieraus ergiebt sich deut- 
lich, dass innerhalb des Bereiches von ^e? = bis jer = n weder 
«7» noch Jn verschwinden kann. Da Jn und Jn ausserdem 
beide positiv sind bis zm e = n heran, so folgt, dass, wenn n 
eine Zahl grösser wie 2,404 ist, da' — da positiv sein muss. 
Wir schliessen hieraus, dass, wenn nicht «2» ft? «s? • • • sämmt- 
lich verschwinden, da* grösser wie da ist, und das zeigt, dass 
für jede Membran von annähernd kreisförmiger Begrenzung 
der Kreis, dessen Flächeninhalt gleich dem der Membran ist, 
grösser sein muss, wie der Kreis, dessen Tonhöhe der der 
Membran gleich ist. 

Wir haben gesehen, dass man allein aus dem Flächen- 
inhalt einer annähernd kreisförmigen Membran eine gute Ab- 
schätzung über die Tonhöhe machen kann; mit Hülfe von 
Gleichung (9) lässt sich noch eine grössere Annäherung er- 
reichen. Wir wollen diese Methode auf eine Ellipse anwen- 
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den, deren halbe grosse Äxe E und deren Exoentricität 
gleich e ist. 

Die Polargleichung der Begrenzung lautet: 

r = ä|i — - ^2 — _ e* -f- ... + - e^cos2d''] |...(U), 

so dasß nach der Bezeichnungs weise dieses Abschnittes: 

Nach (9) ist: 

oder nach (12), da x J2 = ;er = 2,404: 

_ 2,779 , _ 

da == — — c* R. 

64 

Daher ist der Radius der kreisförmigen Membran mit 
derselben Tonhöhe: 

« + da = B {l - ] e» - ^^^] (15), 

worin das e* enthaltende Glied noch genau ist. 

Das Resultat kann auch inWerthen von e und des Flächen- 
inhaltes ö ausgedrückt werden. Wir haben: 

und daher: 

a + da=yi(l-^e*) .... (16). 

woraus wir sehen , wie klein der Einfluss einer massig grossen 
Exoentricität ausfallt, wenn der Flächeninhalt gegeben ist. 

211. Ist die feste Begrenzung einer Membran weder 
gerade noch kreisförmig, so bietet das Problem, die Schwin- 
gungen einer solchen 'Membran zu bestimmen, Schwierigkeiten 
dar, welche im Allgemeinen nicht ohne die Einfuhrung von 
bis jetzt noch nicht behandelten oder in Tabellen berechneten 



y 
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Functionen überwunden werden können. Eine partielle Aus- 
nahme hiervon macht die Ellipse. Für die Zwecke dieses 
Buches sind aber solche Probleme kaum hioreichend wichtig, 
um die Einführung einer verwickelten Analysis zu rechtferti- 
gen. Der Leser wird daher auf die Originaluntersuchung des 
Herrn Mathieu^) verwiesen. Hier wird die Bemerkung hin- 
reichen, dass das System der Knotenlinien sich aus confocalen 
Ellipsen und Hyperbeln zusammensetzt 

Lösbare Fälle können mittelst der allgemeinen Lösung: 

w; = -4.o€7'o(xr) ■\ YiAnCOsn% + Bn^inn%)Jn{^T) + ••• 

aufgefunden werden. 

Z. B. können wir setzen: 

w = Jq (xr) — kJx (xr) cos •^, 

und darauf, indem wir A verschiedene Werthe beilegen, die 
verschiedenen Formen der Begrenzung ableiten, für welche 
dann die Lösung anwendbar ist 

Grossen Nutzen kann man ofl aus der Beachtung des 
Theorems im §. 88 ziehen. Dasselbe lehrt, dass jede Zusam- 
menziehung der festen Begrenzung einer schwingenden Mem- 
bran mit einer Tonerhöhung verbunden ist, weil man die Sach- 
lage so auffassen kann , dass der neue Zustand sich von dem 
alten nur durch die Einführung einer hinzukommenden Ge- 
bundenheit unterscheidet. Man nimmt dann an, dass Federn 
ohne Trägheit die in Betracht zu ziehende Begrenzungslinie 
gegen ihre Gleichgewichtslage drängen und allmälig steifer 
werden. Bei jedem Schritt werden die Schwingungen rascher, 
bis dieselben eine Grenze erreichen, die einer unendlichen 
Steifigkeit der Federn und einer absoluten Festigkeit der An- 
griffspunkte letzterer entspricht. Es ist nicht nothwendig, 
dass der abgeschnittene Theil dieselbe Dichtigkeit wie der 
übrigbleibende hat, er könnte selb§t gar keine Dichtigkeit 
besitzen. 

Z. B. liegt die Tonhöhe eines regulären Polygons zwischen 
denen des eingeschriebenen und umschriebenen Kreises. Noch 



1) Liouville, 1868. 
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engere Grenzen würde man nach dem Resultat des §. 210 er- 
halten, wenn man für den umschriebenen Kreis den mit glei- 
chem Flächeninhalt setzt. Bei einem Sechseck ist das Ver- 
hältnisd des Radius des Kreises mit gleichem Flächeninhalt 
zu dem Radius des eingeschriebenen Kreises gleich 1,050, so 
daös das Mittel aus diesen zwei Grenzen von dem richtigen 
Werth nicht um 2^2 Fi'oc. abweichen kann. Auf gleiche Weise 
lässt sich schliessen, dass der Kreissector von 60° einen tiefe- 
ren Ton giebt, wie »ein gleichseitiges Dreieck, welches man 
erhält, wenn man die Sehne für den Kreisbogen im Sector 
einsetzt. 

Die folgende Tabelle giebt die relative Schwingungszahl 
in gewissen der Berechnung zugänglichen Fällen für den 
tiefsten Ton von Membranen unter ähnlichen mechanischen 
Bedingungen und von gleichem Flächi3ninhalt ((J); die 
Tabelle zeigt die Wirkung einer grössern oder geringern Ab- 
weichung von der kreisförmigen Gestalt. 

Kreis 2,404. V^= 4,261, 

Quadrat V2.3r = 4,443, 

Kreisquadrant -^ — .V3r = 4,551, 

Kreissector von 600 6,379^^1 = 4,616, 

Rechteck 3x2 1/-^- . ä = 4,624, 

Gleichseitiges Dreieck 2x.Vtäng3Ö^= 4,774:, 

Halbkreis 3,832 V|= 4,803, 



Rechteck 2x1 

Rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck 



Rechteck 



^\/| = 4,967, 
3x1 • • . ;r]/^ = 5,736. 



Haben z. B. ein Quadrat und ein Kreis denselben Flächen- 
inhalt, so schwingt das erstere rascher in dem Verhältniss von 
4,443 : 4,261. 
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Ffir den Kreis ist die absolute Schwingnngszahl: 

2 Ä X 2,404c l/^, worin c = V2\ : Yq. 

Für ähnliche Formen verhalten sich die Schwingnngszah- 
len umgekehrt wie die linearen Dimensionen. 

212. Die Theorie der freien Schwingungen einer Mem- 
bran wurde zuerst mit Erfolg von Poissoni) in Angriff genom- 
men. Seine Theorie für ein Rechteck lässt wenig zu wünschen 
übrig, seine Behandlungsweise der kreisförmigen < Membran 
beschränkt sich aber auf symmetrische Schwingungen. Kirch - 
hoffs Lösung des ähnlichen, aber viel schwierigeren Falles 
einer kreisförmigen Platte Wurde 1850 veröffentlicht; Clebsch's 
Theorie der Elasticität (1862) giebt die allgemeine Theorie der 
kreisförmigen Membran mit Einschluss der Wirkung der Steif- 
heit und Rotationsträgheit. Es zeigt sich, dass 1866 nicht viel 
mehr zu thun übrig blieb ; nichtsdestoweniger enthält die schon 
erwähnte Arbeit von Bourget eine nützliche Discussion des 
Problems, begleitet von sehr vollständigen numerischen Resul- 
taten ; der wesentliche Inhalt war indess nicht mehr neu. 

213. Bei seinen experimentellen Untersuchungen ge- 
brauchte Bourget verschiedene Materialien; Papier erprobte 
sich als das beste. Das Papier wurde in Wasser getaucht 
und nach Entfernung der überflüssigen Feuchtigkeit durch 
Löschpapier auf einen hölzernen Rahmön gelegt, dessen Seiten 
vorher mit Leim bestrichen waren. Die Zusammenziehung des 
Papiers beim Trocknen verursachte die nöthige Spannung, 
indessen hat man häufig mit vielfachem Misslingen zu kämpfen, 
ehe ein genügendes Resultat erreicht wird. Selbst eine gut 
ausgespannte Membran erfordert beim Gebrauch grosse Vor- 
sichtsmaassregeln , da ihre Tonhöhe wegen der wechselnden 
Feuchtigkeit der Atmosphäre grossen Aenderungen unterliegt. 
Die Schwingungen werden durch Orgelpfeifen erregt, von 



^) M^m. de FAcadömie t. Vm, 1829, 
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denen man eine Reihe nöthig hat, die in kleinen Intervallen 
in der Tonhöhe aufsteigen; die Schwingungen selbst werden 
dem Auge durch kleine auf die Membran gestreute Sandkorner 
sichtbar gemacht. Sind die Schwingungen kräftig genug, so 
häuft sich der Sand in den Knotenlinien an, deren Form daher 
mit grösserer oder geringerer Genauigkeit durch den Sand 
bestimmt wird. Jede Ungleichheit in der Spannung zeigt sich 
von selbst darin, dass die Ki'eise elliptisch werden. 

Die wichtigsten Versuchsresultate sind folgende: 

Eine kreisförmige Membran kann mit keinem Tone unisotw 
schwingen. Sie kann nur sich selbst in Einklang stellen mit 
Klängen, die höher wie derjenige sind, welcher beim leisen 
Antippen der Membran gehört wird. 

Wie die Theorie auch angiebt, werden diese möglichen 
Töne, je höher sie werden, durch immer kleiner werdende 
Intervalle getrennt. 

Die Knotenlinien werden nur für gewisse bestimmte 
Klänge genau ausgebildet. Eine Kleinigkeit tiefer oder höher 
im Klange bringt schon Verwirrung hervor; wird die Tonhöhe 
der Orgelpfeife entschieden geändert, so bleibt die Membran 
unbewegt. Es ist nicht, wie Savart annahm, ein continuir- 
licher XJebergang von einem System von Knotenlinien zu einem 
andern vorhanden. 

Die Knotenlinien sind Kreise, oder Durchmesser, oder 
Combinationen von Kreisen und Durchmessern, wie es auch 
die Theorie verlangt. Indessen hat der Sand, wenn die An- 
zahl der Durchmesser zwei überschreitet, das Bestreben, sich 
verworren gegen die Mitte der Membran hin aufzuhäufen; 
die Knotenlinien sind nicht genau ausgeprägt. 

Dieselben allgemeinen Gesetze wurden von den Herren 
Bernard und Bourget^) bei quadratischen Membranen als 
richtig gefunden; diese Autoren glauben, dass die Resultate 
der Theorie entschieden gültig befunden sind im Gegensatze 
zu den Ansichten Savart 's, der glaubte, dass eine Membran 
auf jeden Fall resoniren kann, gleichgültig, welche Höhe der 



1) Ann. de Chün. LX, p. 449 — 479, 1860. 
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letztere hat. Ich muss indessen hier bemerken, dass mir der 
Unterschied zwischen erzwungener und freier Schwingung 
nicht genügend berücksichtigt zu sein scheint. Wird eine Mem- 
bran durch Lufbwellen, die ihren Ursprung in einer Orgelpfeife 
haben, in Bewegung gesetzt, so ist die Schwingung eigentlich 
eine erzwungene. Die Theorie behauptet nun nicht, dass 
die Membran überhaupt nur fähig ist, mit gewissen bestimm- 
ten Schwingungszahlen zu schwingen, sondern nur, dass sie 
solche bestimmten Schwingungen beim freien Schwingen 
allein ausfuhren kann. Ist indessen die Periode der Kraft 
nicht annähernd gleich einer der natürlichen Perioden, so 
könnte die resnltirende Schwingung unmerklich sein. 

Bei Savart's Versuchen war der Ton der Pfeife um zwei 
oder drei Octaven hoher wie der tiefste Ton der Membran und 
stand demnach niemals weit von dem Unisono mit einem aus der 
Reihe der Obertöne ab. Die Herren Bourget und Bernardstell- 
ten den Versuch unter günstigeren Bedingungen an. Bliesen die- 
selben eine Pfeife an, deren Tonhöhe etwas tiefer wie der tiefste 
Ton der Membran war, so blieb der Sand in Ruhe, wurde jedoch 
in lebhafte Schwingung versetzt, sowie das Unisono erreicht war. 
Sobald dia Pfeife entschieden höher wie die Membran war, kam 
der Sand wieder zur Ruhe. Eine Modification dieses Versuches 
wurde in der Weise angestellt, dass zunächst die Pfeife etwa 
eine Terz höher wie die Membran, allein schwingend, abgestimmt 
wurde. Die Membran wurde darauf erhitzt, bis ihre Spannung 
hinreichend gross geworden war, den Ton jener über den der 
Pfeife zu bringen. Während der Abkühlung sank die Tonhöhe 
allmälig; der Punkt, woCoincidenz stattfand, zeigte sich selbst 
durch eine lebhafte Bewegung des Sandes an, der bei Beginn und 
am Ende des Versuchs, soweit zu bemerken war, in Ruhe blieb. 

Herr Bourget fand zwischen Theorie und Beobachtung 
in Bezug auf die Radien der kreisförmigen Enotenlinien eine 
gute Uebereinstimmung, obgleich der Beweis hierfür nicht 
sehr genau war wegen der merklichen Breite der Sandbänder; 
die relative Höhe der verschiedenen Einzeltöne wich aber be- 
trächtlich von den Üieoretischen Schätzungen ab. Das von der 
französischen Akademie zum Bericht über Herrn Bourget's 
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Arbeit eingesetzte Comite schlägt als Erkläruog hierfür einen 
Mangel an einer vollkommenen Festigkeit der Begrenzung vor. 
Man muss gleichfalls daran denken, dass die Theorie sich auf 
der Annahme einer vollkommenen Biegsamkeit aufbaut — eine 
Zustandsbedingung , die durch eine gewöhnliche Membran, 
welche durch eine verhältnissmässig kleine Kraft gespannt 
ist, überhaupt nicht mit gar grosser Annäherung erreicht wird. 
Vielleicht ist aber der wichtigste der störenden Einflüsse der 
Widerstand der Luft, welcher auf eine Membran eine grössere 
Wirkung hat, wie auf eine Saite oder einen Stab wegen der 
grossen der Luft ausgesetzten Oberfläche. Die tiefste Schwin- 
gungsart, bei welcher die Verschiebung in allen Punkten in 
derselben Richtung erfolgt, kann von dem Widerstand der 
Luft in ganz anderer Weise beeinflüsst werden, wie die höhe- 
ren Schwingungsarten, bei denen eine so starke Verschiebung 
der Luft von der einen Seite zur andern nicht nöthig ist. 



Eayleigh, Theorie des Schalles, 25 



Zehntes Capitel. 

Schwingungen von Platten. 

214. Um nach Green's Methode die Gleichgewichts- 
und Bewegungsgleichung für eine dünne , feste Platte von 
gleichmässigem , isotropem Material und constanter Dicke auf- 
stellen zu können, haben wir den Ausdruck för die potentielle 
Energie der Biegung nöthig. Man sieht leicht ein, dass für 
jede Flächeneinheit die potentielle Energie V eine positive, 
homogene, symmetrische, quadratische Function der beiden 
Hauptkrümmungen ist. Sind daher Qi und ^2 ^^^ Haupt- 
krümmnngsradien , so wird der Ausdruck für F: 

worin Ä und ft Oonstanten sind, von denen A positiv und fi 
numerisch kleiner wie Eins sein muss. Ueberdies muss die 
Constante [i bei einem Materiale von einer solchen Beschaffen- 
heit, dass, wenn ein Stab aus demselben ausgezogen wird, dieser 
keine seitliche Oontraction erfahrt, verschwinden. Der vorstehende 
Betrag von Kenntnissen ist Alles, was für unsern Zweck erfor- 
derlich ist; wir können uns daher mit einer blossen Angabe 
der Relationen zwischen den Constanten in (1) und denen be- 
gnügen, mittelst welcher die elastischen Eigenschaften der Kör- 
per gewöhnlich definirt werden. 

Aus Thomson und Tait's Theoretischer Physik, §§. 639, 
642, 720, geht hervor, dass, wenn h die Dicke, q Young's 



\ 
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Elasticitatsmodnl und fi das Yerhaltniss der Beitliohen Con- 
traction zur LängenausdehnuDg ist für den Fall , wo ein Stab 
gedehnt wird, der Ausdruck für V wird: 

24(1 -p»)|pi«^ p,»^ 9^9,1 

. Ist w die kleine Verschiebung senkrecht zur Plattenebene 
in dem Punkte , dessen rechtwinklige Coordinaten in der 
Plattenebene x und y sind, so ist: 

1,1 . 1 d^iv d^w / d^w \« 

— ~T* — — \7* tC ■ — — — — — I I 

Daher haben wir für die Flächeneinheit: 

welche Grösse über die ganze Oberfläche (S) der Platte inte- 
grirt werden muss. 

215. Wir wollen nun die Variation von F aufsuchen; 
indessen ist vorher zu bemerken, dass das zweite Glied in F, 

nämlich / / , die stanze Krümmung der Platte dar- 



^) Die folgende Yergleichnng der von den bedeutenderen Autoren 
gebrauchten Benennungen ¥drd denjenigen, welche die Originalarbeiten 
nachzusehen wünschen, nützlich sein: 

Young's Modul = J5;(Cleb8ch) = Jf (Thomson) = r--^ (Thomson) 
_ n (3 m — w) (Thonigon) 3= ^ (Kirchhoff und Donkin) 



m 



= 2 JS: Vt-^ (Kirchhoff). 

1 -y- v" 

Verhältnis der seitlichen Contraction zur Längendilatation: 
= fjt (Clebsch und Donkin) = c (Thomson) 

= ^LZl^ (Thomson) = r-Ars (Kirchhoff). 

2 fll 1 -j— 2 yr 

Poisson nahm hierfür den Werth - an, Werthheim aber -. 

4 3 

25* 
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stellt, und daher nur von dem Zustand der Dinge an den 
Kanten abhängt. 
Wir haben: 

*^=12(f^//{v'«'-V**«'-(l-f*)«^) ä8..iX); 
80 dass die zwei folgenden Variationen zu betrachten sind: 

f f\7^w , \7^8w . dS und r A -^ dS. 

Nun ist nach dem Green' sehen Satze: 

I f\7^w.^^8w.dS= 1 l\/^to.8w.dS 

d 
worin ds ein Element der Begrenzung und — die Differen- 
tiation nach der nach aussen gezogenen Normale an der Be- 
grenzung bezeichnet. 

Die Transformation des zweiten Theiles ist schwieriger. 
Wir haben : 

J J 9iQ2 ~ J J Ux^ dy^ "•" dy'^ dx^ 

-1 
dxdy dxdyj 

Die unter dem Integrationszeichen stehende Grösse kann 
in folgende Form gebracht werden: 

d /döto d^w ddw d^w \ 
dy \ dy dx'^ dx dxdy) 

d /ddw d^iv ddw d^w \ 
dx \ dx dy^ dy dxdy/' 

Ist nun F irgend eine Function von x und y^ so haben wir: 

/ I —- dxdy = I Fsin^ds 
J J ^y J .... (3), 

I I -j- dxdy= I Fcosd'ds 



^ d^w d^Swi ,„ 

— 2 —-— - — -- dS, 
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worin d" der Winkel zwischen x und der nach aussen gezoge- 
nen Normale ist, und die Integration auf der rechten Seite 
sich um die ganze Umgrenzung erstreckt. Mit * Benutzung 
dieser Relationen finden wir; 



J J (>l(>2 J 



ds sin d' 



I 



ddw d^w ddw d^w 



f 



-\- I dscosd" 



dy dx^ 
idSw d^w 
\dx ~dy^ 



) 



dx dxdy 
ddw d^w 
dy dxdyl' 



Setzen wir für -r: — , — :; — ihre Werthe in Ausdrücken von 



dÖw döw 
dn ' ds 



dx dy 

aus den folgenden Gleichungen (vgl. Fig. 41): 

Fig. 41. 




d8w dSw 

dn 

_ ddw 
dn 



dx 

ddw 
dy 
so erhalten wir; 

J J Q1Q2 J 



COSd' 



döw 
ds 



sind' 



stnv' -| — cosv' 



ddw 
dn 



sin^ d- 



ds 



d^w 
1^ 



(■• 



d'^w 



4 



-/ 



-|_ cos2# — -- — 2 sin %^ cos %^ , ^ , 
dy^ dxdyl 

_ ddw \ 0.0, 
ds — ; — {coswstn^ 
ds l 

+ {sin^^ - 



/d^w d^w\ 
\dx^ ^ ly^J 



cos^ #) 



d'^w 
dxdy 



1 



(4). 



(5). 
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Das zweite Integral kann durch eine partielle Integration 
nach 8 in folgende Form gebracht werden: 

dxdy] 
Addiren wir und ordnen wir unser Resultat, so ergiebt sich : 



8V = 



W) [//v*«'«^^^ 



12(1 - 

+ 2cos*m*^))] . . . (6). 

Jetzt liegen keine Schwierigkeiten mehr vor, um die Be- 
wegungsgleichung aufzustellen. Ist q die Volumendichtigkeit 
und ZghdS die auf das Element wirkende transversale Kraft, 
so ist: 

dF— r fzQbdwdS + r rQhüfäwdS = 0. . (7)i) 

die allgemeine Variationsgleichung, welche richtig sein muss, 
was far eine Function man auch für dw wählen mag (natürlich 
muss diese Function mit den Bedingungen des Systems ver- 
träglich sein). Nach den Principien der Variationsrechnung 
ist demnach an jedem Punkte der Platte : 

_^L_V.,_Z + « = 0. . . . (8). 

Sind die Kanten der Platte frei, so ist keine Finschrän- 

kung in Betreff der Grenzwerthe von dw und -= — vorhanden, 

an 



^) Die Bot^tiousträgheit ißt hier vernachlässigt. 
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daher müssen die CoefficieDten dieser Grössen in dem Aus- 
druck für d F verschwinden. Die an einem freien Ende zu 
erfüllenden Bedingungen sind daher: 



(9). 



■^ + (1 - ^) ^, lc.s^«n^(— - —) 

+- (cos«^ — ün'^%) :^^| = 

dxdy) 

liV'^ + (1 - fi) {cos^^ ^ + 8in^» -^ 

+ 2cosd'sind^ 3^^l = 

axay) ^ 

Ist die ganze Begrenzung der Platte festgeklemmt, so 
muss sein dw = 0, — — = 0; die Erfüllung der Grenzbedin- 
gungen ist dann schon gesichert. Ist die Kante „gehalten** ^), so ist 
dio = Oy aber --= — ist willkürlich. Die zweite der Gleichungen 
(9) muss in diesem Falle von to erfüllt werden. 

216. Die Grenzgleichungen können vereinfacht werden, 
wenn man das im Gebrauch der Cartesianischen Coordinaten 
eingeschlossene äussere Element fortschafft. Nehmen wir die 
x-Axe parallel der Normale an die Bcfgrenzungscurve, so sind 
wir berechtigt, folgendermaassen zu schreiben: 

dx^ dy^ dxdy dn^ 

Ebenso: 

d^w , d^w ,,. 

V^«'=;^ + ^. (1). 

worin 6 eine feste Axe bedeutet, die mit der Tangente in dem 

in Betracht gezogenen Funkt zusammenfallt. Im Allgemeinen 

d'^w d^w 

unterscheidet sich -r—r von -r-r« Uni die Relation zwischen 

d<J* ds^ 

diesen Grössen zu finden, können wir folgendermaassen vor- 



i) Vergleiche §. 162. 
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gehen. Wir entwickeln w in der Maclaurin'schen Reihe 

nach aufstei£:cnden Potenzen der kleinen Grössen n und ö 

und setzen für n und (S ihre Werthe, ausgedrückt durch den 

Curvenbogen s. 

Allgemein ist so: 

, dto . dw ^ 

^ = ^« + 5;j;^ + ä^^ 

1 d^w d^w 1 d^w 

■^ 2 JV "" "'' d^hdöo "^ "^ 2 rfö^» "^ • • •' 

während auf der Curve = s -f- Glieder dritter Ordnung, 
w = — — 1- . . ., wo Q der Krümmungsradius ist. Dem- 
nach ist für Punkte auf der Curve: 

1 dw s'^ , dw ,1 d^w , ^ , 

Also: 

d^w d'^w 1 dw . . 

7i2~'d52"~9"^ ^^^• 

Somit folgt aus (1) : 

_ d^w , 1 dw , d^w ,„. 

Wir schliessen hieraus, dass die zweite Grenzbedingung 
in (9) §. 215 in folgende Form gebracht werden kann: 

d^w . n dw . d^w\ ^ ,^. 

Auf gleiche Weise erkennen wir, dass wenn 0" = ge- 
setzt wird: 

d'^w 
äquivalent mit ist, wobei zu beachten sein wird, dass die 

Axen n und <J fest sind. Die erste Grenzbedingung wird nun: 

d « ., ^ d / d^ w \ 

-r- S/^w + (1 _ ^) ^ (t^) = . . (5). 
dn ^ "• '^^ ds \dnd0j ^ ' 
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Wenden wir diese Gleichungen auf das Rechteck an, 
dessen Seiten parallel den Goordin^tenaxen sind, so erhalten 
wir als die längs den y parallel gehenden Kanten zu er- 
füllenden Grenzbedingungen : 






d^w . d^w 



(6). 



dx^ ' "^ dy^ 

In diesem Falle verschwindet der Unterschied zwischen 
ö und s; 9, der Krümmungsradius, wird unendlich gross. Die 
Bedingungen für das andere Seitenpaar werden einfach durch 
Vertauschung von x und y gefunden. Diese Resultate konn- 
ten eben so gut direct aus (9) §.215 erhalten werden ohne 
eine vorhergehende Transformation. 

217. Nehmen wir Z = und schreiben: 

n , ("/'- ., = - ■ • • ("■ 

so geht die allgemeine Gleichung über in: 

iö + c^\/^w = (2), 

oder, wenn w oc cos(pt — a), in: 

\y^w = Tt^w (3), 

worin: 

x* = 2)2 . c4 (4). 

Jedes Paar von Werthen von w^ u und y, welche densel- 
ben Grenzbedingungen entsprechen, sind einandert coujugirt, 
d. h. es ist: 

I juvdS = (5), 

vorausgesetzt, dass die Perioden verschieden sind. Um dieses 
aus der gewöhnlichen Differentialgleichung (3) nachzuweisen, 
müssten wir die Schritte, welche uns zu (3) führten, rückwärts 
machen. Das ist die von Kirchoff für die kreisförmige 
Scheibe eingeschlagene Methode; es ist indessen viel einfacher 
und führt directer zum Ziel, wenn wir die Variationsgleichung: 

dV +*^Qh r fivdwdS = (6) 
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benutzen^ in welcher sich to auf die thatsächliche Bewegung 
bezieht, und dw auf eine beliebige mit der Natur des Systems 
verträgliche Verschiebung. dV ist eine symmetrische Func- 
tion von tp und dw^ wie man aus §.215 oder ans dem allge- 
meinen Charakter von V (§. 94) ersehen kann. 

Nehmen wir nun zunächst an, dass iv ^=: u^ Sto = v^ so 
haben wir: 



dV= (fhp^ f JuvdS; 



auf gleiche Weise, wenn wir to = v^ 8w = u setzen, wozu 
wir ebenso befugt sind: 

woraus: 

(^2_p'2) r ruvd8 = (7). 

Dieser Beweis ist gültig, welches auch die Gestalt der 
Begrenzung sein mag, und ob dabei die Kanten entweder 
theilweise oder ganz festgeklemmt, gehalten oder frei sind. 

Wie bei den Membranen im vorhergehenden Capitel kann 
auch hier Gleichung (7) zu dem Nachweis benutzt werden, 
dass die zulässigen Werthe von p* reell sind; dies liegt aber 
aus physikalischen Betrachtungen auf der Hand. 

218. Behufs der Anwendung auf eine Kreisscheibe müs- 
sen wir die Gleichungen in Polarcoordinaten ausdrücken. 
Nehmen wir den Mittelpunkt der Scheibe als Pol, so haben 
wir als allgemeine Gleichung, die von allen Punkten der Fläche 
erfüllt werden muss: 

(y4_x4)«; = (l), 

worin (§. 200): 

^ ~ dr^^ r dr^ r^ dd^^' 

Um die Grenzbedingung für eine freie Kante (r = a) 
auszudrücken, haben wir; 
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dn 



VW? ^^ V «^5 ^^ Vö^wdö/ ~ ad^ dr \rd^r 



d^w 
ds2 



d^w 



^,= dem ErümmuDgsradias = a; daher: 

dr \dr3 "^r dr/"'"d'9'2V «2 ar a» ^y— ^ 

/ JL dt£ 1 d3it£\_ 



dr^ 



. . (2). 



Nach Ausfahrung der Differentiationen ist r gleich a zu 
setzen. 

Wird w nach der Fourier'schen Reihe entwickelt: 

«; = Wo + «'i 4" ••• + «?!• + •• •» 

so muss jedes Glied dieser Reihe einzeln (2) genügen; da: 

lOn QC C08 (nd" — «), ' 
so ist demnach: 

'd^Wn , l dWn\ „/2 — (l dWn 3 — f» 



d_/d^ Idt^X /2-- 

dr\dr^ ^ r dr J \ a' 



dr 



a' 



iVn\ = 



dr^ 



, /l dWn n^ \ ^ 



. . . (3). 



Die Oberflächen - Differentialgleichung kann geschrieben 
werden : 

welches für das allgemeine Glied der Fourier'schen Ent- 
wickeluns: wird: 

d^ 
ßr^ 

Diese Gleichung zeigt, dass man den vollständigen Werth 
von n erhält, indem man die mit willkürlichen Constanten 
versehenen allgemeinen Lösungen von: 

d^ , l d n» \ ^ ,^. 

.J7i + 757-75±''V«'- = ^ .... (4) 

^usammenaddirtt 



('iL + i A _ !L' + Af-^ + i A _ !^ _ xA«, -0 



(; 
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Die Gleichung mit dem oberen positiven Zeichen ist die- 
selbe wie die für Schwingungen von kreisförmigen Membranen 
erhaltene; wir ziehen demnach wie in dem vorhergehenden 
Capitel den Schluss, dass die auf das vorliegende Pro Wem 
anwendbare Lösung ist: tr« oc Jni'i^r)^ wobei hier die zweite 
Function von r nicht zulässig ist 

Auf gleiche Weise erhält man für die Lösung der Glei- 
chung mit dem unteren, negativen Zeichen «;„ oc J^ (txr), worin, 

wie gewöhnlich, i = V — 1 ist. 

Die einfache Schwingung ist demnach: 

Wn = cos nd" {a /„ (xr) -{- ß Jn (i^r) ) 

+ sinnd' {y Jn (xr) + dJn(iicr)}, 

Die zwei Grenzgleichungen bestimmen die zulässigen 
Werthe von x und die Werthe, welche den Verhältnissen a : ß 
und Y • ^ gegeben werden müssen. Aus der Form dieser 
Gleichungen ergiebt sich augenscheinlich, dass wir haben 
müssen : 

a : ß = Y : S; 

daher kann Wn in folgende Form gebracht werden: 

Wn = PcosXnd'-^d){Jn(7cr) + lJn(i7cr)} cos(pt—.e) , , . (5). 

Wie bei einer Membran setzt sich das System der Knoten- 
linien zusammen aus den n symmetrisch um den Mittelpunkt 
vertheilten, aber sonst beliebigen Durchmessern, welche durch: 

cos (nd' — a) = - (ß) 

angegeben werden, und den concentrischen Kreisen, deren 
Gleichung ist: 

Jni^r) + kj^(ixr) = (7). 

219. Um A und x zu bestimmen, müssen wir die Grenz- 
bedingungen einführen. Ist die Kante frei, so erhalten wir 
aus (3) §. 218: 



n^((i — l)[iKaJn'(ixa)^Jn{i7ia)}+ix^a^J^'{ixa) 
^__ (fi — 1) [xaJj(xa) — n ^Jn(xa)] ^x^a^J^ixa) 



...(1). 



(ft — 1) {ixaJn (ixa) — n^Jn(ixd)] +x^a^Jn(ixaX 
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Wir haben in diesen Gleichungen von den Differentialgleichun- 
gen Gebrauch gemacht, die von JirC^»*)» «^«C*^*") erfüllt werden. 
In jedem der auf der rechten Seite stehenden Brüche kann der 
Nenner aus dem Zähler durch Einsetzung von ix an Stelle von 
X abgeleitet werden. Durch Elimination von k wird die Glei- 
chung erhalten, deren Wurzeln die zulässigen Werthe von x 
geben. 

Ist « = 0, so nimmt das Resultat eine einfache Form an, 
nämlich : 

n, /-, N I . Joiixa) , Jo(xa) ^ ,_. 

' (^ -'*> + *''« J7(i^ + ''«Jöfe) ='••• ^'^- 

Natürlich hätte man diese Gleichung von Anfang an viel 
leichter erhalten können, wenn man n sofort vernachlässigte. 

Die Berechnung der ersten Wurzel für jeden Werth von n 
ist verwickelt; bei dem Fehlen von geeigneten Tabellen muss 
diese Berechnung mittelst der aufsteigenden Reihe für die 
Functionen /«(xr), Jn(ixr) bewirkt werden. Für die höheren 
Wurzeln kanji man auf die halb convergente absteigende Reihe 
für dieselben Functionen zurückgehen. Kirchhoff findet: 



« + «,_,^.+ 



tan^i 



/ 1 \ Sxa ' (Sxay (Sxay ' .^. 

V^« - 2 «^j = -^ ^ ^- . • (3), 



A 4- -i- 4. 

^ Sxa ^ (8xa) ^ 



worin : 

B = y (1 — 4n2) — 8 

C = y (1 — 4 w2) (9 — 4 n^) + 43 (l + 4»2) 

D = — y i{(l — 4w2) (9 — 4n^) (13 — 4n^)} 
3 

+ 8 (9 + 136 w2 -|_ 80 w4). 
Ist xa gross, so haben wir annähernd: 

tang (xa — - n7t\ = 0; 
woraus : 

xa = - it (n -\- 2 h) (4), 

h ist hier eine ganze Zahl. 
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Aus der numerischen Vergleichung geht hervor, dass h 
identisch mit der Anzahl der kreisförmigen Knotenlinien ist und 
dato (4) ein vonChladni entdecktes Oesetz ausdrückt, das näm- 
lich, dass die Schwingungszahlen, welche den Figuren mit einer 
gegebenen Anzahl von Durchmesserknotenlinien entsprechen 
(mit Ausnahme der tiefsten Schwingung), proportional den Qua- 
draten der auf einander folgenden geraden oder ungeraden 
Zahlen sind, je nachdem die Anzahl der Durchmesser, selbst 
gerade oder ungerade ist. Innerhalb der Grenzen der Anwend- 
barkeit von (4) erkennen wir demnach, dass die Tonhöhe un- 
geändert bleibt, wenn irgend eine Zahl von h abgezogen wird, 
vorausgesetzt, dass man 'die doppelte Zahl zu n hinzufügt. 
Dieses Gesetz, von dem die folgende Tabelle einige Anwen- 
dungen zeigt, kann in der Weise ausgedrückt werden, dass 
man sagt: Kreisknotenlinien haben in Betreff der Erhöhung 
des Tones die doppelte Wirkung wie Durchinesserknotenlinien. 
Wahrscheinlich haben indessen, genau gesprochen, keine zwei 
Normalcomponenten genau dieselbe Tonhöhe. 



h 


w — 


w = 1 




1 


Ch. 


P. 


w. 


Ch. 


P. 


W. 


« • • 
Gis 


• • • 
Gis 4- 


• • • 

A + 


• • • 

b 


• • • 

h — 


. • • 
c — 
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gis' + 
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V + 


e" + 
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fis" -f 
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n = 3 
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. P. 


w. 


Ch. 
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W. 





C 
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d 


dis — 


dis — 
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g' 


gifi' 4- 


a' — 


d" . dis" 


dis" -f- 


e" — 



Die Tabelle, welche der Arbeit Kirckhofrs entnommen 
ist, giebt die Tonhöhen der wichtigeren Obertöne einer frei 
schwingenden kreisförmigen Platte, deren tiefster Ton als C an- 
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genommen ist. Die drei Columnen unter den Ueberschriften 
Gh^ Py W beziehen sich resp. auf die Resultate, wie sie von 
C h 1 a d n i beobachtet und anderenseits aus der Theorie mittelst der 
Poisson 'sehen und Werthheim'schen Werthe von (i berechnet 
sind. Ein Pluszeichen bedeutet, dass die wirkliche Tonhöhe 
ein klein wenig höher, und ein Minuszeichen, dass sie ein klein 
wenig tiefer ist wie die hingeschriebene. Die Abweichungen 
zwischen Theorie und Beobachtung sind beträchtlich, aber viel- 
leicht nicht grösser als wie sich dieselben durch Upregelmässig- 
keiten in der Platte erklären lassen. 

220. Die Radien der Kreisknotenlinien wurden für den 
symmetrischen Fall (n = 0) von Poisson berechnet und mit 
den Resultaten verglichen, die Savart experimentell erhalten. 
Die folgenden Zahlen sind einer Arbeit von Strehlke^) ent- 
nommen, der einige sorgfältige Messungen anstellte. Der Ra- 
dius der Scheibe wurde als Einheit gewählt. 

Beobachtet Berechnet 
Ein Kreis 0,67815 0,68062 

j0,39133 0,39151 
0,84149 ■ 0,84200 

|0,25631 0,25679 
Drei Kreise 0,59107 0,59147 

10,89360 0,89381. 

. 

Die berechneten Resultate scheinen sich auf Poisson's 
Werth far (i zu beziehen ; sie würden aber wenig abweichen, 
wenn Werthheim's Werth genommen würde. 

Die folgende Tabelle giebt einen Vergleich von Kirch- 
hoff's Theorie (n nicht Null) mit Messungen, die Strehlke 
an weniger genauen Scheiben machte: 

1) Pogg. Ann. XCV, S. 577. 1855. 



Zwei Kreise 
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Radien der kreisförmigen Knotenlinien. 









Beobachtet 


Berechnet 






^ 








/ 


f^ = i (P) 


^-|(W.) 


n — 


hh 


1 


0,781 0,783 0,781 0,783 


0,78136 


0,78088 


n 


2, Ä = 


1 


0,79 0,81 0,82 


0,82194 


0,82274 


n 


3, Ä — 


1 


0,838 0,842 


0,84523 


0,84681 


n — 


1, Ä" 


2 


0,488 0,492 
0,869 0,869 . 


0,49774 
0,87057 


0,49715 

0,87015 

* 



221. Ist die Platte wirklich symmetrisch, so giebt die 
Theorie an und der Versuch bestätigt es, dass, gleichviel ob 
die Platte gleichförmig ist oder nicht, die Lage der Durch- 
raesserknotenthiien beliebig ist, oder besser nur von dei* Art 
und Weise abhängt, wie die Platte gehalten wird. Durch 
Aenderung des Unterstützungspunktes kann jeder beliebige 
Durchmesser zu einer Knotenlinie gemacht werden. Anders 
ist es im Allgemeinen, so wie eine merkliche Abweichung von 
genauer Symmetrie vorhanden ist Die zwei Schwingungs- 
arten, die ursprünglich wegen der Gleichheit ihrer Perioden 
in jedem Verhältniss mit einander vereinigt werden konnten, 
ohne dabei aufzuhören, einfach harmonisch zu bleiben, sind jetzt 
getrennt und besitzen verschiedene Perioden. Zu gleicher Zeit 
wird die Lage der Knotenliniendurchmesser eine bestimmte, 
oder besser auf zwei Alternativen begrenzt. Der eine Satz von 
Knotenlinien lässt sich von dem andern durch eine Drehung 
um den halben, von zwei an einander liegenden Durchmessern 
desselben Satzes eingeschlossenen, Winkel ableiten. Dies setzt 
aber voraus, dass die Abweichung von der Gleichförmigkeit klein 
ist; sonst ist das System der Knotenlinien nicht länger mehr nur 
aus angenäherten Kreisen und Durohmessern zusammengesetzt. 
Die Ursache der Abweichung kann eine Unregelmässigkeit ent- 
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weder im Material, oder in der Dicke oder in der Form der 
Begrenzung sein. Die Einwirkung einer kleinen Belastung in 
irgend einem Funkte der Platte kann wie in dem analogen 
Problem bei einer Membran §. 208 untersucht werden. Liegt 
die Stelle, wo das Gewicht angebracht ist, nicht auf einer 
Kreisknotenlinie, so werden die Normalschwingungstypen durch 
dieselbe bestimmt. Das System der Durchmesser, welches 
einem der Typen entspricht, geht durch die fragliche Stelle, 
für diesen Typus bleibt die Periode ungeändeit. Die Periode 
des anderen Schwingungstypus wächst. 

Die allgemeinste Lösung der gleichförmigen, kreisförmigen 
Platte wird durch die Uebereinanderlagerung der schon unter- 
suchten Normalcomponenten mit willkürlichen Amplituden und 
Phasen erhalten. Die Bestimmung der beliebigen Anfangs- 
verschiebungen und Geschwindigkeiten entsprechenden Am- 
plitude und Phase wird genau wie in dem correspondirenden 
Problem für die Membran bewirkt mittelst der in §. 217 be- 
wiesenen charakteristischen Eigenschaft der Normalfunctionen. 

Die zwei anderen Fälle einer kreisförmigen Platte, bei 
welchen die Kanten entweder festgeklemmt oder gehalten 
sind, würden far die theoretische Behandlung leichter sein, wie 
der vorhergehende Fall; sie sind aber von geringerem prak- 
tischen Interesse wegen der Schwierigkeit, experimentell die 
angenommenen Bedingungen zu erfüllen. Das allgemeine Re- 
sultat, dass das System der Kiiotenlinien aus concentrischen 
Kjeisen und symmetrisch verth^lten Durchmessern zusam- 
mengesetzt ist , lässt sich auf alle drei Fälle anwenden. 

222. Wir sahen^ dass im Allgemeinen Chladni 's Figuren, 
wie sie durch den Sand dargestellt werden , mit den Kreisen 
und Durchmessern der Theorie sehr nahe übereinstimmen. In 
gewissen Fällen treten aber Abweichungen auf, welche gewöhn- 
lich Unregelmässigkeiten in der Platte zugeschrieben werden. 
Man muss indessen daran denken, dass die durch einen Bogen 
erregten Schwingungen genau gesprochen nicht frei sind und 
dass ihre Perioden daher einer gewissen Modification unter- 
liegen. Es kann sein, dass unter der Einwirkung des Bogen s 

Bayleigh, Theorie des Schalles. 26 
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zwei oder mehr NormalscbwinguDgscomponenten zusammen 
bestehen. Die ganze Bewegung kann durch die Wirkung der 
äussern Kraft einfach harmonisch sein, obgleich die natürlichen 
Perioden etwas von einander verschieden sind. . Solch eine 
Erklärung ist durch den regelmässigen Charakter der Figuren, 
den letztere in ^gewissen Fällen annehmen, angezeigt 

Ein anderer Grund für die Abweichung kann vielleicht in 
der Art und Weise gesucht werden, wie man die* Platten 
hält. Die Anforderungen der Theorie kann man bei dem wirk- 
lichen Experiment oft schwer erfüllen. Wenn dem so ist, so 
müssen wir mit einer unvollkommenen Uebereinstimmung 
zufrieden sein; wir müssen aber auch daran denken, dass eine 
Abweichung ebenso gut Schuld des Experimentes wie der 
Theorie sein kann. 

223. Den ersten Versuch, das Problem, mit dem wir eben 
zu thun haben, zu lösen, verdankt man Sophie Germain, 
welcher es gelang, die richtigen Differentialgleichungen aufzu- 
stellen ; sie wurde aber zu irrigen Grenzbedingungen gefuhrt. 
Für eine freie Platte bietet in der That der letztere Theil des 
Problems beträchtliche Schwierigkeiten. In Poisson's Arbeit 
^8ur VSquüibre et le mouvement des corps elaStiques^'^) giebt 
der eminente Mathematiker drei Gleichungen an, welcbe an 
allen Punkten einer freien Kante erfTiUt werden müssen; in- 
dessen zeigte Kirch hoff, dass es im Allgemeinen unmöglich 
ist, dle^e alle drei zu erfüllen. Eine Ausnahme hiervon tritt 
ein bei den symmetrischen Schwingungen einer kreisförmigen 
Platte, wenn eine der Gleichungen genau identisch ist. Für 
diesen speciellen Fall ist Poisson's Theorie der symmetri- 
schen Schwingungen correct, ungeachtet des Irrthums bei 
seiner Ansicht über die Grenzbedingungen. Im Jahre 1850 
wurde der Gegenstand von Kirchhoff 2) wieder aufgenommen, 
der zuerst die zwei zu einer freien Kante gehörigen Gleichun- 



1) Mem, de tAcad. d. Sc. a Par. 1829. 

^) Grelle, t. XL, p. 51. üeber das Gleichgewicht und die Bewegung 
einer elastischen Scheibe. 
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gen gab und die Theorie der Schwingungen einer kreis- 
förmigen Scheibe vervollständigte. 

224. Die Richtigkeit der Kirchhoff 'sehen Grenzbedin- 
gnngeu wurde von Mathieu^) angefochten, welcher einen 
andern Satz von Differentialgleichungen aufstellte, ohne anzu- 
geben, worin nach seiner Ansicht der Irrthum Kirchhoff 's 
liege. Mathieu beweist, dass, wenn u und w' zwei Normal- 
functionen sind, so dass w = u cos pt^ w = u' cospU mögliche 
Schwingungen darstellen, folgende Gleichung gültig ist; 



= c^ Cds\v; 



dS7^u 
dn 






Dies ergiebt sich, wenn man zugiebt, dass u und u' resp. 
folgenden Gleichungen genügen: 

Da das Glied linker Hand gleich Null ist, so muss dasselbe 
-fQr das Glied rechter Hand der Fall sein; imd dies kann nach 
Mathieu nicht eintreten, wenn nicht in allen Punkten der Be- 
grenzung sowohl u wie u' einem der vier folgenden Gleichungs- 
paare genügen: 



u = 



dn 



V^w = 



h 



dS7^u _ 
dn 



n 







v= 



u = 



u = 



du 
dn 



= 



d\/^u _ 
dn 



= 



Das zweite Paar , scheint für eine freie Kante das ange- 
messenste zu sein; indessen ergiebt sich, dass dasselbe zu einer 
Unmöglichkeit führt. Da das erste und das dritte Paar augen- 
scheinlich unzulässig sind, sßhliesst Mathieu, dass das vierte 
Gleichungspaar dasjenige sein muss, welches wirklich die Be- 
dingungen einer freien Kante ausdrückt. In seinem Vertrauen 



1) Lionville, t. XTV, 1869. 



26* 
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auf dieB68 Resultat wird er durch die Thatsache nicht schwan- 
kend gemacht, dass für ein freies Ende eines Stabes die ent- 
sprechenden Bedingungen sein würden: 

du d% 

von welchen die erste im directen Gegensatz zu den rohe- 
sten Beobachtungen der Schwingungen einer grossen Stimm- 
gabel steht. 

Die richtige Thatsache ist die, dass, wenn auch jede von 
den vier Gleichungspaaren das Verschwinden des Grenzintegrals 
in (1) sicher macht, es nicht umgekehrt hieraus folgt, dass das 
Integral auf keinem andern Weg zum Verschwinden gebracht 
werden kann; und dieser Schluss wird durch Kirchhoff 's 
Untersuchung als ungültig nachgewiesen. Es giebt ausserdem 
noch eine unzählige Menge anderer Fälle, in denen das frag- 
liche Integral verschwinden würde, wobei wirklich nothwendig 
nur das ist, dass die der Grenze anliegenden Theile entweder 
in Ruhe oder ohne Trägheit sind. 

225. Die Schwingungen einer rechteckigen Platte, deren 
Kanten gehalten werden, können theoretisch leicht untersucht 
werden, da die Normalfunctionen hierfür mit denjenigen iden- 
tisch sind, welche sich auf eine Membran von derselben Gestalt, 
deren Begrenzung fest ist, anwenden lassen. Nehmen wir an: 

w = stn 8tn -— cospt (1), 

ah ^ '' 

so sehen wir, dass in allen Punkten der Begrenzung: 

d^w ^ d^w 

welches die Erfüllung der noth wendigen Bedingungen (§.215) 
sichert Der Werth von |?, wie er sich durch Einsetzung des 
obigen Ausdruckes für w in c^Sj^w •==: p^w ergiebt, lautet: 

p = C«»^(^ + g). ......... (2); 
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hieraus geht hervor, dasB die Analogie mit der Membran sich 
nicht auf die Reihe der auf einander folgenden Tone erstreckt. 

Es ist nicht nöthig, hier die Discussion der primären und 
der dann folgenden Systeme von Knotenlinien , welche in 
Oapitel IX gegeben wurde, zu wiederholen« Die Bemerkung 
genügt, dass, wenn zwei der Fundamentalschwingungsarten (1) 

I 

dieselbe Periode bei einer Membran besitzen, sie auch dieselbe 
Periode bei einer Platte haben müssen. Die entsprechenden 
Systeme von Knotenlinien sind demgemäss in den beiden Fällen 
identisch. 

Die Allgemeinheit des Werthes von w, welchen man er- 
hält, wenn man alle möglichen Particularlösungen von der 
Form (1) mit willkürlichen Amplituden und Phasen zusammen- 
setzt, erfordert keine neue Discussion. ^ 

Wenn nicht die entgegengesetzte Behauptung aufgestellt 
wäre, so würde die Bemerkung unnöthig erscheinen, dass die 
Knotenlinien einer gehaltenen Platte nichts zu thun haben 
mit den gewöhnlichen C hl adn loschen Klangfiguren, die zu 
einer Platte gehören, deren Kanten frei sind. 

Die Verwirklichung der Bedingungen für eine gehaltene 
Kante ist praktisch kaum erreichbar. £s sind dazu Vorrich- 
tungen nöthig, welche es ermöglichen, die Begrenzung der 
Platte in Ruhe zu halten, und doch der Art sind, dass dieselben 
keine Veranlassung zur Entstehung von Kräfbepaaren um 
tangentiale Axen geben. Wir können uns etwa denken, dass 
die Platte an ihrem Platze durch Reibung wider die Wände 
eines jene dicht umgebenden Cylinders gehalten wird. 

226. Das Problem einer rechtwinkligen Platte, deren Kan- 
ten frei sind, zeigt grosse Schwierigkeiten, und hat zum grössten 
Theil den bisherigen Versuchen es zu bewältigen widerstanden. 
Nehmen wir an, dass die Verschiebung w unabhängig von y 
ist, so wird die allgemeine Differentialgleichung identisch mit 
der, welche wir in Capitel VIII vornahmen. Wählen wir die 
Lösung, die einem Stabe, dessen Enden frei sind, entspricht 
und daher den beiden Gleichungen: 
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d^~ ' dx^~ 

genügt, wenn j? = und x = a ist, so erhalten wir einen Wert^ 
für w^ der ebensowohl die allgemeine Differentialgleichnng er- 
füllt, als das folgende Paar der Grenzgleichnngen, die den mit 
p parallelen Kanten zukommen: 



d_ 
dx 



id^w 



[dx^ 



d^w , d^w 



(1). 



dx^ ' ^ dy^ 

Dagegen wird die zweite Grenzbedingung für das andere 
Eantenpaar, nämlich: 

d'^w , d^w ^ ,^. 

■ d? + '*j^^ = « ^'>' 

verletzt, wenn nicht ft = ist. Das zeigt, dass, ausgenommen 
den einen eben reservierten Fall, eine freie rechtwinklige Platte 
nicht in der Art eines Stabes schwingen kann. Als eine An- 
näherung kann eine solche Uebereinstimmung allerdings dann 
angenommen werden, wenn die parallel dem einen Eantenpaar 
gerechnete Länge so gross ist, dass die in dem zweiten Kanten- 
paar zu erfüllenden Bedingungen vernachlässigt werden können. 
Wenn auch die Constante ft (die das Verhältniss der Seiteu- 
contraction zur Längendilatation angiebt, wenn ein Stab aus- 
gezogen wird) für alle bekannten Substanzen positiv ist, so ist 
sie bei einigen wenigen Substanzen — Kork z. B. — verhält- 
nissmässig sehr klein. Es liegt, soweit unsere Kenntnisse 
reichen, nichts Absurdes in dem Gedanken an eine Substanz, 
für welche ft verschwindet. Eine Untersuchung des durch 
diese Annahme vereinfachten Problems entbehrt daher nicht 
des Interesses, wenn auch die Resultate auf gewöhnliche Glas- 
oder Metallplatten , für die der Werth von ft ungefähr -^ ist, 
nicht genau anwendbar sind i). 



^) Um eine Platte, für welche fi nicht gleich Null ist, wie einen 
Stab schwingen zu lassen, ist es nöthig, von aussen Kräftepaare parallel 
der Biegungsebene auf die Kanten wirken zu lassen, ^nn der Entstehung 
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Bezeichnen %, % e^- die Normalfunctionen für einen 
freien Stab, die 2, 3 . . . Eoiotenlinien entsprechen (die Unter- 
suchung dieser Functionen geschah in Capitel VIII), so sind 
die Schwingungen einer rechtwinkligen Platte ausgedrückt 
durch: 



w 



w 



= «,(1), «, = «,(|)etc. 



w 



Bei jeder von diesen Grundarten von Schwingungen ist 
das System der Knotenlinien zusammengesetzt aus geraden 
Linien , die parallel einer oder der andern Kante des Recht- 
ecks laufen. Ist 5 = a, so wird das Rechteck ein Quadrat, 
die Schwingungen 

= «"©' *" = "-© 

haben nothwendiger Weise dieselbe Periode; sie können daher 
in jedem Verhältniss zusammengesetzt werden, während die 
ganze Bewegung noch einfach harmonisch bleibt. Welches 
auch das Verhältniss sein mag, die resultirende Knotenlinie 
geht nothwendiger Weise durch die durch folgende Gleichun- 
gen bestimmten Punkte: 

©=°. -(!) = »• 

Wir wollen jetzt specieller den Fall besprechen, in welchem 

n = 1 ist. Das Knotenliniensystem der ersten Art ir = w^ ( — j 

besteht aus einem Paar von geraden Linien, die parallel y 
sind und deren Abstand von der nächsten Kante gleich 0,2242 a 
ist. Die Punkte, in denen diese Linien von dem entsprechen* 



u. 



einer diesen entgegenstehenden Kriinunang vorzubeugen. Die Wirkung 
dieser Kräftepaare ist eine Erhöhung der Tonhöhe, daher fährt die auf 
dem ^ = eigenen Schwingungstypus gestützte Berechnung zu einem 
Besaltat, das die Tonhöhe etwas höher angiebt wie dieselbe in Wirk-* 
lichkeit ist. 
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den Linienpaar für w = Ui l — j geschnitten werden, sind die- 
jenigen, durch welche die Knotenlinie der zusammengesetzten 
Linie in allen Fällen hindurchgehen muss. Es ist klar, dass 
dieselben symmetrisch um die Diagonale des Quadrates ange- 
ordnet sind. Werden die beiden Fundamentalschwingungen 
gleich gross, aber mit entgegengesetzter Phase genommen (oder 
algebraisch, mit gleich grossen und entgegengesetzten Am- 
plituden), so haben wir: 

"=«■©.--(1) <=>• 

woraus sich direct ergiebt, dass w verschwindet, wenn x = y^ 

das ist in allen Punkten der Diagonale, die durch den Anfangs- 
Fig. 42. punkt hindurchgeht. Dass w ebenso längs 

der andern Diagonale verschwindet, folgt 
aus der Symmetrie der Functionen, wirschlies- 
sen hieraus , dass das Knotenliniensystem von 
(3) beide Diagonalen (Fig. 42) umfasst. Das 
ist eine wohlbekannte Schwingungsart von 

quadratischen Platten. 

Ein zweiter bemerkenswerther Fall tritt ein, wenn die 

Amplituden einander gleich und ihre Phasen dieselben sind, 

so dass: 

=».(!) + -© :•«• 

Die zweckmässigste Methode, die Curven, für welche 
w = const ist, graphisch zu construiren, ist die von Maxwell 
in ähnlichen Fällen benutzte. Die zwei Systeme von Curven 

(in diesem Falle gerade Linien), welche durch ««i (- j = const^ 
const dargestellt sind, werden zunächst aufgezeich- 




w 



•■«)= 



net, wobei die Werthe der Constanten eine arithmetische Pro- 
gression bilden mit derselben gemeinsamen Differenz in den 
beiden Fällen. Auf diese Weise erhält man ein Netzwerk, das 
von den gesuchten Curven diagonaliter durchschnitten wird. 
Die Ausfahrung dieses Planes erfordert eine Umkehrung der 
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in Capitel VIII §. 178 gegebenen Tabelle, welche den Gang 
der Function % angiebt Das Resustat dieser Umkebrung 
lautet : 



I 


X : a 


Wi 


X : a 


+ 1,00 


0,5000 


— 0,25 


0,1871 


0,75 


0,3680 


0,50 


0,1618 


0,50 


0,3106 


0,75 


0,1179 


0,25 


0,2647 


• 1,00 


0,0846 


0,00 


0,2242 


1,25 


0,0517 






— 1,50 


0,0190 



Das System von Linien, welches durch die obigen Werthe 
von X (die zu beiden Seiten der Centi^llinie vollkommen sym- 
metrisch sind) angegeben wird, und das entsprechende 
System für y sind in Fig. 43 gezeichnet. Hieraus sind die 
Curven gleicher Verschiebungen abgeleitet. Im Centrum des 
Quadrates hat w ein Maximum und ist nach der angenommenen 
Scala gleich 2. Die erste darauf folgende Cürve ist der Ort 
der Punkte, ftlr welche «; = 1. Die nächste Curve ist die 
Knotenlinie, welche die Stellen mit entgegengesetzten Ver- 
schiebungen trennt; Die übrigen Curven geben dej- Reihe nach 
die Verschiebungen — 1, — 2, — 3. Die numerisch grösste 
negative Verschiebung tritt an den Ecken des Quadrates ein, 
wo sie gleich 2 X 1,645 = 3,290 ist J). 

Die so construirte Knotenlinie stimmt sehr nahe mit den 
Beobachtungen von Strehlke^) überein. Die Resultate des 
Letztern , welche sich auf drei sorgsam gearbeitete Glasplatten 
beziehen, sind in den folgenden Polargleichungen enthalten : 

0,40143 0,0171j 0,00127] 

r = 0,40143 + 0,01721 cos At + 0,00127} cos St, 
0,4019 0,0168] 0,0013 



^) On the nodal lines of a Square plate. Phil, Mag, August, 1873. 
2} Pogg. Ann. Bd. CXLVI, S. 319. 
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Slechnung ergiebt 0,4154 
hat 0,3856 0,3855, 0,3864 
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je andere Dia- 
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227. Die Methode der Snperposition hängt in Betreff ihrer 
Anwendbarkeit von keiner particulären Form- der Normalfifnc- 
tionen ab. Welches auch die Form sein mag, die Schwingungs- 
art, welche für den Fall, dass f* = 0, in die eben besprochene 
übergeht, muss dieselbe Periode haben, ob nun die ange- 
nähert geraden Knotenlinien parallel mit x oder y sind. Ueber- 
lagern sich die beiden synchronen Schwingungen, iso besitzt 
die Resultante noch dieselbe Periode; den allgemeinen Verlauf 
des Systems der Knotenlinien kann man sich aus der Ueber- 
legung vorstellen, dass kein Punkt derPlatt^, bei welchem die 
Fundamentalschwingungen dasselbe Zeichen haben, ein Knoten- 
punkt sein kann. Um genau die Linie zu bestimmen , wo die 
beiden Schwingungen sich aufheben, dazu würde im Allgemeinen 
eine vollständige Kenntniss der fundamentalen Normalfunctionen 
und nicht allein der Punkte, wo dieselben verschwinden, nöthig 
sein. Es scheint, dass Dr, Youn g und die Gebrüd^ Weber schon 
die Idee davon gehabt haben, dass eineUebereinanderlagerung 
neue Aenderungen in der Schwingungart hervorrufen kann; 
wir verdanken aber Sir Charles Wheatstone*) die erste 
systematische Anwendung dieses Gedankens auf die Erklärung 
der Chladni'schen Klangfiguren. Die von Wheatstone 
wirklich erhaltenen Resultate lassen sich indessen nur in sehr 
roher Weise auf eine Platte anwenden, in Folge der Form der 
stillschweigend angenommenen Normalfunctionen, An Stelle 
von Fig. 43 (die selbst, wie erinnerlich, nur eine Annäherung 
ist) findet Wheatstone für die Knotenlinie der zusammen- 
gesetzten Schwingung das in Fig. 45 gezeichnete eingeschrie- 
bene Quadrat. 

Fig. 45. Diese Form findet sich wirklich wieder, 

nicht bei einer vermöge ihrer Steifigkeit 
schwingenden Platte, sondern bei einer ge- 
spannten Membran, die so gehalten wird, 
dass jeder Punkt des Umfanges frei längs 
Linien schwingen kann, die senkrecht zur 
Ebene der Membra» sind. Die unter diesen 









JiJl. 



1) Phil. Trans. 1835. 
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Umständen anwendbare Grenzbedingung lautet j— = 0; es 
ist leicht zu zeigen, dass die Nonnalfunctionen, welche nur 

(7tX\ 
m — j oder 

w ^= coslm — K wenn der Anfangspunkt in einer Ecke des 

Quadrates liegt. Daher sind bei der Schwingung: 

27CX . 2%y ., 

w = cos + cos (1), 

die Knotenlinien durch folgende Gleichung bestimmt: 

cos ^ ^ ^^ cos —^ = 0, 

a a 

woraus o? + y = — a oder — a, oder x — 3/ = i "jj «> Glei- 

chungen, die das eingeschriebene Quadrat darstellen. 

Wenn : 

2jra? 23ry ,^. 

iß = cos cos — - (2), 

so setzt sich das System der Knotenlinien ans den beiden Dia- 
gonalen zusammen. Dieses Resultat,. das nur von der Symme- 
trie der Normalfunctionen abhängt, lässt sich genau auf eine 
quadratische Platte anwenden. 
Ist m = 3, so haben wir: 

%%x , Zny 
w = cos + cos (3), 

die Gleichungen der Knotenlinien sind: 

. a 6a t a 

« + y = 3, »5 y; X — y =.+ -. 

Die Knotenlinien sind in Fig. 46 (a. f. S.) zu sehen. Wird 
das andere Zeichen gewählt, so erhält man eine ähnliche Figur 
mit Bezug auf die andere Diagonale. 
Ist m = 4, so haben wir: 

w = cos 4- cos (4L 

ß ß 
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Das giebt die in Fig. 47 gezeichneten Knotenlinien: 

, a 3a 5a 7a , a , 3a 



Fig. 46. 
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Fig. 47. 
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Mit dem andern Zeichen: 



tß = cos : COS 



a 



a 



(6), 



erhalten wir: 



• « + J' = |,a, y; a'~i = 0, ±|(Fig.48). 

Die Knotenlinien bilden ein System, das sich aus den 
Diagonalen und dem eingeschriebenen Quadrat zusammensetzt 

Diesen Formen, welche genau anwendbar sind bei einer 
Membran, gleichen die durch Sand auf einer quadratischen 
Platte erhaltenen Figuren mehr, wie man hätte erwarten sollen. 
Die Reihe der aufeinander folgenden Töne ist indessen eine ganz 
andere. Aus §. 176 ersehen wir, dass wenn /* gleich Null wäre, 
das Intervall zwischen der aus drei Fundamentalschwingungs- 
arten abgeleiteten Form (44) und den aus zwei Arten abge« 
leiteten Formen (42) oder (43) gleich 1,4629 Octaven sein 
würde. Das Intervall zwischen (42) oder (43) und (47) oder 
(48) würde 2,4358 Octaven betragen. Welches auch der Werth 
von fi sein mag, den Formen (42) und (43) würde genau die- 
selbe Tonhöhe zukommen; dasselbe gilt für (47) und (48). Bei 
dem erst erwähnten Paar steht dieses Resultat nicht in Ueber- 
einstimmnng mit den Ch 1 ad n loschen Beobachtungen. Chladni 
fand eine Differenz von mehr wie einem Ton; (43) gab den 
hohem Ton. Wird indessen (43) nicht berücksichtigt, so giebt 
die Vergleichung zufriedenslellendere Resultate. Nach der 
Theorie (bei welcher ft = gesetzt wird) würden, wenn (42) 
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d giebt, (43) ^ — , und (47), (48) f + geben. Chladni 
fand für (44) gis* und far (47)V(48) resp. ^fis" und ^fis" +. 

228. Es ist jetzt noch die tiefste Schwingungsart einer 
quadratischen Platte zu beträchten. Die^ Knotenlinien sind in 
diesem Falle die durch die Mittelpunkte gegenüberstehender 
Seiten gezogenen Linien. Dass eine solche Schwingungsart 
existiren muss,' ergiebt sich sofort aus Symmetriegründen; bis 
jetzt ist aber weder die Form der Normalfunctionen noch die 
Tonhöhe bestimmt, selbst nicht far den particulären Fall fi = 0. 
Man kann indessen eine rohe Berechnung auf einen hypothe- 
tischen Schwingungstypus begründen. 

Nehmen wir die Knotenlinien als Axen , so genügt die 
Form w == xy sowohl ^*f<; = als auch den einer freien 
Kante zukommenden Grenzbedingungen in allen Punkten der 
Umfassung mit Ausnahme der vorhandenen Ecken. Es giebt 
obige Gleichung in der That die Form an, welche die Platte 
annehmen würde, wenn sie durch vier numerisch gleiche Kräfte, 
die an den Ec^en senkrecht zur Ebene der Platte angreifen, 
in Ruhe gehalten würde. Dabei müssen die an den Enden der 
einen Diagonale befindlichen Kräfle nach der einen Rich- 
tung und die an den Enden der andern Diagonale nach der 
entgegengesetzten Richtung wirken. Hieraus folgt, dass 
w = xy cospt als Schwingungsart möglich wäre, wenn die 
Masse der Platte gleichmässig in den vier Ecken concentrirt 

Iväre. Aus (3), §. 214, ersehen wir, dass; 

_g53o2 

12(1 + ii) ^ ^ ^\ 

insoweit als: 

Für die kinetische Energie haben wir, wenn q die Volu- 
mendichtigkeit und M die in jeder Ecke aufgehäufte Masse 
bezeichnet ; 



Hieraus : 
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1 _ (>(1 +li)a* /. . „„M\ 

worin M' die Masse der Platte ohne die Gewichte bedeutet. 
Dieses Resultat wird annähernd genau, wenn M relativ gross 
ist; sonst ist es nach §. 69 merklich kleiner wie die Wirklich- 
keit. Aber selbst, wenn ifef = 0, ist der Irrthum wahrschein- 
lich nicht sehr gross. In diesem Falle würden wir haben: 

es giebt diese Gleichung einen Ton an, der etwas zu hoch ist. 
Die tiefste Schwingungsart nach dieser ist die , wo die Diago- 
nalen Knotenlinien sind; ihre Tonhöhe würde, wenn ft = 0, 
gegeben durch: 

.■•=ii'-^^ (^) 

• (b. §. 174). 

Wenn das Material, aus dem die Platte besteht, der Art 
ist, dass ft = 0, so ist der Schluss gestattet, dass das Inter- 
vall zwischen den beiden tiefsten Tönen etwas grösser wie das 
durch das Verhältniss 1,318 ausgedrückte ist. Chladni giebt 
für dieses Intervall eine Quinte an. 

229. Dass Schwingungsarten vorhanden sein müssen, für 
welche die beiden kürzesten Diameter Knotenlinien sind, kann 
aus Ueberlegungen folgender Art hergeleitet werden. Wir 
wollen annehmen, dass in Fig. 49 GH eine Platte darstellt, 
deren Kanten jETO, Q gehalten werden, während die Kanten 
GrC^ CH frei sind. Diese Platte muss, da sie nach einer be- 
stimmten Gleichgewichtslage strebt, fähig sein, in gewissen fun- 
damentalen Arten zu schwingen. Eine dieser wollen wir als 
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Fig. 49. 

B a c 



H 



existirend annehmen, und ups dann eine Vertheilung von 
u> über die drei übrigen Quadranten derart angeordnet 
denken , dass in je zwei an einander liegenden Quadranten 

die Werthe von w in denjenigen Punkten, 
welche als Bilder von einander in Bezug auf 
die Trennungslinie angesehen werden könnien, 
gleich und entgegengesetzt sind. Schwingt 
die ganze Platte nach dem so bestimmten Ge- 
setz, so ist keine Gebundenheit nöthig, um 
die Linie GE und FJff fest zu halten, daher 
kann die ganze Platte als frei angesehen 
werden. Dasselbe Argument kann zu dem Nachweis dienen, 
dass Schwingungsarten existiren, in welchen die Diagonalen 
Knotenlinien sind, oder in denen beide, die Diagonalen und 
die eben betrachteten Durchmesser, zusammen Knotenlinien sind. 
DasPrincip der Symmetrie kann auch auf andere 'Formen 
der Platte angewandt werden. Wir können daraus die Möglich- 
keit von Knotendurchmessern in einem Bereise oder von den 
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Fig. 50. 



Fig. 51. 



Fig. 52. 
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Hauptaxen als Knotenlinien in einer Ellipse schliessen. Wenn die 
Begrenzung ein reguläres SechsiBck ist, so lässt sich leicht er- 
kennen, dass die Figuren 50, 51, 52 mögliche Fornaen. dar- 
stellen. 

Es ist interessant, die Continuität in den Ch 1 ad i>i' sehen 
Klangfiguren, wenn die Form der Platte allmälig geändert wird, 
zu verfolgen. Bei einem Kreise ist es z. B., wenn zwei senk- 
recht auf einander stehende Durchmesser als Knotenlinien vor- 
handen sind, sowohl in Bezug auf die Tonhöhe als auch die 
Schwingungsart gleichgültig, wo diese Durchmesser liegen. So 
wie der Kreis sich in ein Quadrat verwandelt, indem man die 

Bayleigh], Theorie des Schalles. 27 
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Ecken des letzteren auszieht, werden die Lagen dieser Durch- 
messer bestimmt. In den beiden möglichen Alternativen ist die 
Höhe der Schwingung verschieden, denn die hervorstehenden 
Ecken haben in den beiden Fällen nicht dieselbe Wirkung. Die 
Schwingung einer quadratischen Platte, wie sie in Fig. 43 ge- 
zeichnet ist, entspricht der Schwingung eines Kreises, bei 
dem nur eine kreisförmige Knotenlinie vorhanden ist. Das 
Correspondiren der tieferen Schwingungsarten eines Recht- 
eckes oder einer EHlipse mit den Schwingungsarten eines Krei- 
ses kann auf gleiche Weise skizzirt werden. 

230. Für Platten von gleichförmigem Material und Dicke / 
und von unveränderlicher Gestalt ändert sich die Periode der 
Schwingung bei jeder Fundamentalschwingungsart mit dem Qua- 
drat der linearen Dimensionen, vorausgesetzt natürlich, dass die 
Grenzbedingnngen in allen mit einander verglichenen Fällen 
dieselben sind. Sind die Kanten festgeklemmt, so können wir 
weiter gehen und behaupten, dass eine Entfernung jedes 
äusseren Theiles mit einer Tonerhöhung verbunden ist, ob nun 
das Material und die Dicke gleichförmig sind oder nicht. 

Es sei A B ein Theil einer festgeklemmten Kante (es ist 
von keinem Belang, ob das Uebrige der Begrenzung fest- 
geklemmt ist oder nicht); es werde nun das Stück -4 C -B 2> 

Fig. 53. 
C 

D 

entfernt; die neue Kante ABB sei ebenfalls festgeklemmt. 
Die Tonhöhe jeder Fundamentalschwingung ist höher wie 
vor der Aenderung. Dies ist evident, da die geänderten 
Schwingungen aus dem ursprünglichen System dadurch er* 
halten werden können, dass man eine Gebundenheit ein- 
fahrt, bei welcher die Kante ABB festgeklemmt ist Die 
Wirkung der Gebundenheit ist die,, die Tonhöhe jeder Compo- 
nente zu steigern; der Theil A CBD^ der eben ist und während 
der ganzen Bewegung in Ruhe verharrt, kann dann entfernt 
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werden. Um die Aufeinanderfolge der Aendierungen mit 
grösserer Sicherheit vor Irrthümern verfolgen zu können, ist 
es am besten, die festgeklemmte Linie allmälig in einzelnen 
Stadien von der Lage A CB nach der Lage ADB vorzuschie- 
ben. Z. B. ist die Thonhöhe einer gleichförmigen festge- 
klemmten Platte in der Form eines Sechseckes tiefer » wie die 
des eingeschriebenen Kreises und höher wie die des umschrie- 
benen Kreises. 

Ist eine Platte frei, so ist es nicht richtig, dass eine Ver- 
grösserung an einer Kante die Periode immer vergrössert Um 
dieses zu beweisen, reicht es hin, einen speciellen Fall zu be- 
trachten« 

AB \&i eine schmale, dünne Platte, selbst ohne Trägheit; 
sie trägt aber Gewichte in A^ B und 0. £s ist klar, dass eine 

Fig. 54. 
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Vergrösserung der Breite, wie dieselbe durch die puuktirte 
Linie angedeutet ist, die Steifigkeit der Platte vergrössern und 
daher die Schwingungsperiode verkleinern würde. Dieselbe 
Betrachtung zeigt, dass für eine gleichförmige freie Platte von 
gegebenem Flächeninhalt keine untere Grenze in der Tonhöhe 
vorhanden ist. Denn bei hinreichender Verlängerung kann 
man es dahin bringen, dass die Periode der tiefsten Compo- 
nente jede angebbare Grösse übertrifft. Sind die Kanten fest- 
geklemmt, so ist die Form für die tiefste Tonhöhe zweifellos 
der Kreis. 

Werden alle Dimensionen der Platte, mit Einschluss der 
Dicke, in demselben Verhältniss geändert, so ist die Periode 
proportional den linearen Dimensionen , wie in jedem Fall bei 
einem festen Körper, der vermöge seiner eigenen Elasticität 
schwingt. ' 

Die Periode ändert sich andererseits umgekehrt wie die 
Quadratwurzel aus Young's Modul, wenn fi constant ist und 
direct wie die Quadratwurzel aus der Masse in der Yolumen- 
einheit der Substanz. 
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231. Bei seinen Versuchen mit quadratischen Platten 
von dünnem Holz, dessen Fasern parallel dem einen Beitenpaar 
liefen, fand Wheatstone 0, dass die Tonhöhe der Schwingun- 
gen verschieden ausfiel, je nachdem die angenähert geraden 
Knotenlinien parallel oder senkrecht zu der Faser des Holzes 
waren. Diese Einwirkung hängt von einer Aenderung in 
dem Biegungswiderstand in den beiden Richtungen ab. Die 
zwei Sätze von Schwingungen können, da sie verschiedene 
Schwingungsdauer besitzen, nicht in der gewöhnlichen Weise 
zusammengesetzt werden; demnach ist es nicht möglich, eine 
solche Holzplatte in eine Schwingung mit Diagonalen als Knoten- 
linien zu versetzen. Der Ungleichheit der Perioden kann man 
indessen dadurch vorbeugen, dass man das Längen verhältniss 
der Seiten ändert. Dann wird die gewöhnliche Art derlleber- 
einanderlagerung, welche Diagonalen als Knotenlinien ergiebt, 
wieder möglich. Dieses wurde durch Wheatstone bestätigt. 

Eine weitere Anwendung des Principes der Uebereinander- 
lagerung verdankt man König 2). Um zwei Schwingungs- 
arten mit einander zu oombiniren, ist es nur nöthig, dass die Pe- 
rioden übereinstimmen. Nun liegt es auf der Hand, dass man 
die Seiten einer rechtwinkligen Plätte in solch einem Verhält- 
niss zu einander nehmen kann, dass z. B. die Schwingung mit 
zwei Knotenlinien parallel dem einen Seitenpaar in der Ton- 
höhe mit der Schwingung übereinstimmt, die drei Knotenlinien 
parallel dem andern Seitenpaar besitzen. In solch einem Falle 
entstehen neue Kno'tenlinienfiguren durch Zusammensetzung 
von zwei primären Schwingungsarten. 

232. Ist die Platte, deren Schwingungen untersucht 
werden sollen, von Natur schon gekrümmt, so sind die Schwie- 
rigkeiten der Frage im Allgemeinen sehr viel grösser. Ein 
Fall ist aber vorhanden, bei welchem die aus der Krümmung 
herrührende Complication durch die Abwesenheit einer freien 



*) Phü. Trans. 1833. 

2) Pogg. Ann. 1864. CXXn, S. ?38, 
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Kante mehr wie coiripensirt wird. Dieser Fall bietet glücklicher 
Weise auch ein beträchtliches Interesse dar, da er die beste 
Darstellung einer Glocke ist, welche bisher eine analytische 
Behandlung zulässt. 

Eine lange cylindrische Hülse von kreisförmigem Quer- 
schnitt und gleichförmiger Dicke kann ersichtlich Schwingun- 
gen von einem Biegungscharakter ausfähren, bei denen die 
Axe in Ruhe und die Oberfläche cylindrisch bleibt, während 
die Bewegung jedes Theiles senkrecht zu den erzeugenden 
Linien ist. Man kann daher das Problem als eines von nur 
zwei Dimensionen auffassen; es hängt von der Betrachtung der 
potentiellen tfnd kinetischen Energien der verschiedenen Defor- 
mationen ab, deren der Querschnitt fähig ist. Dieselbe Rech- 
nung ist ebenso auf die entsprechenden Schwingungen eines 
Ringes anwendbar, der durch Umdrehung einer kleinen ge- 
schlossenen Fläche um eine ausser ihr liegende Axe gebildet 
wird. 

Der Cylinder oder Ring kann zwei Arten von Schwingun- 
gen annehmen, die respective von den Ausdehnungs- und Bie- 
gungswiderständen abhängen und analog den longitudinalen 
und seitlichen Schwingungen von geraden Stäben sind. Ist 
indessen der Cylinder dünn, so. werden die der Biegung wider- 
stehenden Kräfte klein in Vergleich mit denen, mit welchen der 
Stab sich einer Ausdehnung widersetzt. Wie bei geraden 
Stäben sind die Schwingungen, welche von der Biegung ab- 
hängen, tiefer und wichtiger wie diejenigen, welche ihren Ur- 
sprung in dem Widerstand gegen Verlängerung haben. In 
dem Grenzfall einer unendlich dünnen Hülse (oder Ring) wer- 
den die Biegungsschwingungen unabhängig von jeder Ausdeh- 
nung des Umfanges als Ganzes und können unter der Voraus- 
setzung berechnet werden, dass jeder Theil des Umfanges seine 
natürliche. Länge während der ganzen Bewegung behält. 

Wenn auch die eben betrachteten Schwingungen mit den 
transversalen Schwingungen von geraden Stäben in Bezug 
auf die Abhängigkeit von dem Widerstand gegen die Bie- 
gung analog sind, so dürfen wir doch nicht in das gewöhnliche 
Missverständniss fallen, als wenn dieselben ausschliesslich 
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Schwingungen in Richtung der Normale wären. • In der That 
überzeugt man sich leicht davon, das8 eine Bewegung eines 
Cylinders oder Ringes, bei welcher jedes Theilchen in der 
Richtung des Radius verschoben würde, mit der Bedingung, 
dass keine Ausdehnung stattfindet, unvei*träglich ist. Um diese 
Bedingung zu erfüllen, muss man jedem Theile des Umfanges 
sowohl eine tangentiale wie eine normale JBewegung ertheilen, 
deren relative Grössen einer gewissen Differentialgleichung 
genügen müssen. Unser erster Schritt soll die Aufsuchung 
dieser Gleichung sein. 

233. Der ursprüngliche Radius des Kreises sei a; die 
Gleichgewichtslage jedes Elementes in dem Umfang möge durch 
den Winkel # des Radius Vectors definirt werden. Während 
der Bewegung mögen die Pölarcoordinaten des Elementes 
übergehen in: 

r = a •\' dr, q) = d" -\- d^. 

Stellt ds den Bogen der deformirten Curve dar, welcher add" 
entspricht, so haben wir: 

(dsy — (add'y = (döry + r^ {dd' + dd»)^; 

woraus sich bei Vernachlässigung der Quadrate der kleinen 
Grössen dr, dd" ergiebt: 

^' + ^ = ....... ...a, 

als die gesuchte Relation. 

In welcher Weise auch der ursprüngliche Kreis zur Zeit t 
deformirt sein mag, Ör kann nach dem Fourier'schen Satze 
in die folgende Reihe entwickelt werden : 

dr = a [Äicosd' -K Bisind^ + Ä2Cos2d' + B2sin2d' + .• • • 

+ AnCOsnd' + BnSinnd' + •••}. . . (2); 

die entsprechende tangentiale Verschiebung, die dazu noth- 
wendig ist, dass keine Ausdehnung eintritt, ist dann: 

sinnd' -\ ' cosnd' — • • • } . . . (3), 



• • • 
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wobei die Constante, welche zu Ä-O* addirt werden kann, ver- 
nachlässigt ist. 

Bezeichnet öadd- die Masse des Elementes add-^ so wird 
die kinetische Energie T der ganzen Bewegung sein : 

-=i-/fe)'+»'(^)'i- 



= -i ÖJta3J2(i,» + Bi«) + I (ij» + i,*) + 

+ (l 4-1^(^2 + 5,2)+...} ..(4); 

die Producte der Coordinaten -4„, Bn verschwinden bei der 
Integration. 

Wir haben jetzt die Form der potentiellen Energie V zu 
berechnen. Es sei q der Krümmungsradius irgend eines Ele- 
mentes ds, dann können wir für das entsprechende Element 

1 / 1\^ 

von V nehmen — Bds [8 —) . worin B eine von dem Material 

2 \ ^/ 

und der Dicke abhängige Constante ist Daher: 
F = |5a/(*iy.a .... 



Nun ist: 

1 , d^u 

und: 

w = — = — {l — AiCosq> — Bisinq> — • • •}» 

denn bei den kleinen Gliedern kann der Unterachied zwischen 
q) und -O* vernachlässigt werden. 

Daher: 
ö — = - 2 [(n^ — 1) (AnCosnq) + B„sinnip)}^ 
und: 



(5) 
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F == ^ f\i: (»2 — 1) {Ancasnft + BnSmn^)]^d» 



= n^ Sin^ - \y (4.« + i5,*) (6); 

worin die Snmmation über alle positiven ganzen Werthe von n 
auszudehnen ist. 

Das Glied, flir welches n = 1, steuert nichts zur poten- 
tiellen Energie bei, da es einer Verschiebung des Kreises als 
ein Ctanzes, ohne Deformation entspricht. Wir sehen, dass die 
Ausdrücke fSr T und F nur Quadrate enthalten, wenn die 
Configuration des Systems wie oben durch die Coordinaten 
^1, Bx etc. definirt ist; in anderen Worten, diese Coordinaten 
sind dieNormal-Coordinaten, deren unabhängige harmonische 
Variation die Schwingung des Systems angiebt. 

Betrachten wir allein die cos wo", 8inn%^ enthaltenden Glie- 
der, so haben wir, wenn für %" ein zweckmässiger Anfangspunkt 
gewählt wird: 

8r = aAnCasn^, dd' = -sinn^. . . (7), 

n 

während die Gleichung, welche die Abhängigkeit zwischen An 
und der Zeit angiebt, lautet: 

tfa« (i + i) :i„ + ^ («» - lyAn = 0. . . (8), 
woraus wir folgern, dass, wenn A sich wie cos (pt — s) ändert, ist: 

^ flo» * n« + 1 • • • ^ '• 

Dieses Resultat wurde von Hoppe für einen Ring abge- 
leitet, in einer in Grelle Bd. 63, 1871, veröffentlichten Arbeit. 
Seine Methode ist, wenn auch vollständiger wie die vorher- 
gehende, weniger einfach, da er nicht explicite erkannte, dass 
die betrachtete Bewegung einer vollkommenen XJnausdehnbar- 
keit des Umfanges entspricht 

Nach Chladni verhalten sich die Schwingungszahlen der 

Töne eines Ringes wie : 

32 : 52 : 72 : 92 . . . 
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Bezieben wir jeden Ton auf den tiefsten der Reihe, so 
finden wir für die charakteristischen Octavenverhältnisse: 

2,778, 5,445, 9, 13,44, etc. 

Die entsprechenden Zahlen, die man ans der obigen theo- 
retischen Formel erhält, indem man n snccessive gleich 2, 3, 
4 etc. macht, sind: 

2,828, 5,423, 8,771, 12,87 etc.; 

dieselben stimmen ziemlich genau mit den experimentell ge- 
fundenen überein. 



234. Ist n === 1 , so wird die Schwingungszahl = 0, 
wie man voraussehen konnte. Die Hauptschwingungsart ent- 
spricht n = 2 und hat vier Knoten, die von einander um 
90<^ entfernt sind. Diese sogenannten Knoten • sind indessen 
nicht Orte, an denen vollständige Ruhe herrscht, denn 
die tangentiale Bewegung hat dort ein Maximum. In der 
That ist die tangentiale Schwingung in diesen Punkten die Hälfte 
.des Maximums der normalen Bewegung. Im Allgemeinen be- 
trägt für das nie Glied die Maximaltangentialbewegung — von 

ft 

dem Maximum der normalen Bewegung und treten in den 
Knoten der letzteren auf. 

Wird ein glockenförmiger Körper durch einen Schlag zum 
Tönen gebracht, so ist der Angriffspunkt des Schlages ein Ort, 
wo ein Maximum "der normalen Bewegung der resultirenden 
Schwingungen vorhanden ist; dasselbe ist der Fall, wenn die 
^Schwingungen durch einen Violinbogen erzeugt werden, wie 
das gewöhnlich in Vorlesungsversuchen geschieht. Glocken 
aus Glas, wie etwa Weingläser, werden indessen in regelmässige 
Schwingungen viel leichter durch Reibung mit dem rund um 
den Rand geführten angefeuchteten Finger versetzt. Die Ton- 
höhe der resultirenden Schwingung ist dieselbe wie die durch 
einen leichten Schlag mit dem weichen Theil des Fingers her- 
vorgerufene; aber dadurch, dass man die tangentiale Bewegung 
einer schwingenden Glocke ganz allgemein nicht beobachtet 

27* 
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hat, ist auch die Hervorbringung des Tones auf diese Weise 
als eine schwierig zn erklärende Sache angesehen. £s ist jetzt 
kaum noth wendig hervorzuheben, dass die Reibung zunächst 
eine tangentiale Bewegung hervorruft, und dass der Angriffs- 
punkt der Reibung die Stelle ist, wo die tangentiale Bewegung 
am grössten ausfallt, demnach auch die, wo die Normalbewe- 
gung verschwindet. 

235. Die Existenz von tangentialen Schwingungen bei 
einer Glocke wurde auf folgende Weise nachgewiesen« Ein 
Luftpumpenrecipient wurde auf einem Tisch gut befestigt, mit 
dem offenen Ende nach oben, und dann mit dem befeuchteten 
Finger in Bewegung gesetzt. Ein kleines Stückchen im Rande, 
welches das Licht einer Kerze reflectirte, gab einen hellen 
Fleck, dessen Bewegung mit einer zweckmässig befestigten 
Coddingtonlinse beobachtet werden konnte. Wenn der Finger 
herumgeführt wurde, so sah man die Schwingungslinie sich 
mit einer Winkelgeschwindigkeit drehen, die das Doppelte 
der Geschwindigkeit des Fingers war; der Betrag der 
Excursion (der durch die Länge der Lichtlinie angegeben 
wurde) war, wenn auch variabel, doch in jeder Lage endlich. 
Es fand sich indessen einige Schwierigkeit bei der Beobachtung 
der Correspondenz zwischen der momentanen Geschwindigkeits- 
richtung und der Lage des Erregungspunktes. Um dieses in 
genügender Weise zu leisten, ergab es sich als nothwendig, die 
Reibung in der Nachbarschaft eines Punktes wirken zu lassen. 
Dann wurde es evident, dass der Fleck ßich tangential bewegte, 
wenn die Glocke an Stellen erregt wurde, die um 0, 90, 180 
oder 270 Grad von jenem abstanden; und normal, wenn die 
Reibung in den dazwischen liegenden Punkten, entsprechend 
45, 135, 225 und 315 Grad, ausgeübt wurde. Manchmal ist 
einige Sorgfalt erforderlich, um die Glocke, in ihrer tiefsten 
Schwingungsart ohne eine merkliche Beimischung von Ober- 
tönen erklingen zu lassen. 

Befindet sich, auf irgend einem Punkte des Umfanges ein 
kleines Gewicht, so erfolgt eine kleine Vergrösserung der Pe- 
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e riode, die verschieden darnach ausfallt, je nachdem def be- 

X lastete Punkt mit einem Knoten der normalen odet der tangen- 

t tialen Bewegung zusammenfallt. In dem letzteren Falle ist die 

gedachte Vergrösserung beträchtlicher wie in dem ersten. Der 
r erzeugte Klang hängt demnach von dem Orte der Erregung 

ab; im Allgemeinen werden beide Töne gehört und geben dann 
durch Interferenz Veranlassung zu Schweb ungen, deren An- 
zahl in der Secunde gleich der Differenz zwischen den Schwin- 
gungszahlen der beiden Töne ist. Diese Erscheinung kann 
oft bei grossen Glocken beobachtet werden. 



